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Spracovanie geodetickych sieti singularnym rozkladom
konfigura€nej matice

Gabriel Weiss'

Geodetic networks of processing by singular decomposition
of the configuration matrix
The paper present a solution of the Gauss-Markov Model for processing geodetic networks
with constraints using singular decomposition of the network’s design matrix A.
The homogenisation and dehomogenisation of the model needed for this purpose is introduced
too. Outputs of the solution are presented by the necessary matrices and upon advantages
of this way are discoursed.
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Uvod

Je v8eobecne zname, Ze Standardné rieSenie Gauss-Markovovho odhadovacieho modelu -
norma a Cayleyho inverzia matice N normalnych rovnic) je prjatefné iba vtedy, ak N, resp. systém
normalnych rovnic je dobre podmieneny, tj. ak realizicia prislusného algoritmu ma potrebnu
numericku stabilitu (Rie€anova et al., 1987; Schwartz et al., 1972; Vitdsek, 1987; Ralston, 1978).

V praxi su v8ak Casté také priklady geodetickych sieti, pre ktoré je ich konfigurana matica A,
resp. N=A’A (pri Q" = 1) velmi citlivd na malé zmeny vo vstupnych veli¢inach (malé zmeny prvkov
A, nedostatoCne presné pribliZné hodnoty suradnic bodov siete, zaokruhfovanie v procese
pocitacového rieSenia, zmena poctu urCovanych parametrov siete, ap.), €o vplyva nielen na
numericku stabilitu vysledku, ale aj pouzitého postupu riedenia. To ma za nasledok skoro singularnu
maticu

N-" (det(N) sa blizi 0) a v koneénom ddsledku neprijatelné odhady stradnic uréovanych bodov.
Zla podmienenost sa tazko definuje, ale prejavi sa tym, Ze napr. matica N (ale aj absolutne

leny normalnych rovnic A’dL) nadoblida vysoki hodnotu tzv. &isla podmienenosti (CN>100)
(Rie€anova et al., 1987; Schwartz et al., 1972; Ralston, 1978; Faddejev, 1978]. R6zni autori,
napr. Todd, Turing, Hadamard uvadzaju uvadzaju rézne konstrukcie vypoctu CN pomocou vlastnych
Cisel a euklidovskej normy matice N.
Aby tieto formalne problémy, ktoré vieme zistit ale va¢sinou nie odstranit, neumoznili
napr. v pripade nevhodnych sietovych Struktdr ich rieSenie, je mozné pouzit na rieSenie Gauss-
Markovovho modelu aj iné postupy, ako je inverzia N, resp. rOzne iteraéné procesy. Z tychto
postupov, ktoré rieSia najlepSie odhady parametrov (suradnic) siete pomocou sustavy normalnych
rovnic,
su doteraz rozpracované a pouzivané najma ortogonalizacné transformacie (Bell et al.,1973; Kamijo,
1991; Volgyesi, 1980) a z nich najma Gram-Schmidtova ortogonalizacia (Chramza, 1971; 1978).
Okrem nich je GC€innym matematickym nastrojom na rieSenie Gauss-Markovovho
odhadovacieho modelu aj procedura singularnej dekompozicie matic (Forsythe, 1967; Forsythe et al.,
1977; Wilkinson et al., 1971), v danom pripade aplikovana na konfiguraénu maticu siete A.
Rozpracovanie tohoto postupu vyrovnania geodetickych sieti so vSetkymi priebeznymi
vysledkami prezentuje predmetny prispevok.

RieSenie ulohy

Majme polohovu geodeticku siet vazbového typu, v ktorej na zaklade merania n geodetickych
veli¢in (observacny vektor L) medzi urovanymi hodnotami P;, ie<1, p> (so znamymi urcitelnymi
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pribliznymi sdradnicami € a datumovymi bodmi B; , je<1, b> urcitého suradnicového systému

(datumu) s¥ sa uréuju odhady k=2p suradnic C. Presnost merani, t.j. vektora L resp. dL nech je
charakterizovana pozitivne definitnou maticou Q; kofaktorov observacii. Prislusny Gauss-Markovov
model je (Pelzer, 1980, 1985)

v=AdC—dL,

(1)
2 :GonLa

kde v je nx1 rozmerny vektor oprav (observacii), A je nxk rozmerna konfiguraéné reguldrna matica
siete, t.j. rk(A)=n=k, dC=C-¢C’ je kx1 rozmerny vektor doplnkov suradnicovych odhadov

é, dL=L-L"° je nx1 rozmerny vektor redukovanych observacii, ag je apriérny varianny faktor

a X, je kxk rozmerna kovarian¢na matica observacii.

Homogenizacia odhadovacieho modelu

Riesenie modelu (1) na zaklade singularnej dekompozicie A je vyhodné vykonat
s homogenizovanymi observaciami dL, ,resp. s homogenizovanym odhadovacim modelom
(Wolf, 1993).

Homogenizaciou observacii L ,resp. dL s diagonalnou kofaktorovou maticou Q; dostavame
homogenizované observacie, t.j. vektor Ly ,resp. dLy s Q.4=I, pri€om homogenizacia sa v (1) bude
tykat aj dalSich maticovych prvkov a realizuje sa pomocou vynasobenia zlava vyrazom

P!’?2 = Q"2 pricom P, je nxn rozmerna matica vah observacil.
Homogenizovana verzia modelu (1) mdze byt zapisana v tvare

v, =A,dC, —dL,,

2 0
2 =0,Qu =0,L

()

kde
dLy =P, dL,
Vg = PL Vv, (3)
Ay =P A

[ 2 | 2
ZLH: PLZL:GO PLQL:GOI'

Da sa jednoducho dokazat, Zze v modeli (2) oznaCeny vektor déH (odpovedajuci

homogenizovanym observaciam), po pouziti vyrazov (3) v prislusnom estimatori (Pelzer, 1980,1985)
bude

A

-1 -1 A
dC, =(ATA,) ALldL, =(A"Q;'A) ATQ}'dL = dC. 4)
Singularna dekompozicia a uréenie parametrov vyrovnanej siete
Model (2) sa bude rieSit transformaciou na ekvivalentny model s vyS$Sou numerickou
stabilitou, ktorej podstatou bude dekompozicia matice Ay na jej singularne Cisla (Dahlquist et al.,

1974, Forsythe et al, 1967, Forsythe et al., 1977, Wilkinson et al., 1971, Mika, 1985). Podla prislusnej
tedrie, k realnej matici Ay rozmeru nxk, n>k, existuju také ortogonalne matice U a V (U rozmeru nxn,

V rozmeru kxk),ktoré zabezpecia, Ze prvky s; matice

s=u'ayv (5)

rozmeru nxk maju vlastnosti:
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s;=0, pre i,
sj=0;20,
kedze medzi prislusnymi maticami platia vztahy
A, =USVT,
vu=1, vlv=1, w' =1

(6)

Prvky s; sa nazyvaju singularnymi &islami matice Ay a stipce v U, V singularnymi vektormi, ktoré su

ortonormalnymi vektormi matice AyA/,, resp. ALA,.

Matice U, V, S sa ziskavaju priamym prikazom pre singularny rozklad Ay vo vacSine

suCasnych matematicko - Statistickych softvérov (“sdv” funkcia).
Ak sa (5) dosadi do (2), s prihliadnutim na (4) dostavame

v, =USV'dC-dL,
a po vynasobeni zlava u’
U'v, =SV'dC-U"dL,,.
S oznaceniami
U'dL, =m

U'v, =r, VTdézp,

mame potom model na urcenie dC strukturaine ekvivalentny modelu (2)
r=Sp-m ,

ktory v rozpisanom tvare predstavuje sustava

n 'S, ] my
r, S - m,
2 P4
M M
T+ 0 L 0 p My
M M MR M
A |0 L 0 | 'm,
v ktorom

r=siprm;, i<k,

r1=0 -m, i>k

a prisludné vektory

r=lr, ro’;
m=[m,, m,]";

r, jerozmeru kx1, r, je rozmeru (n-k)x1,
my je rozmeru kx1, m je rozmeru (n-k)x1.

(7)

8)

©)

Z postupu pre tvorbu (8) vyplyva, Ze sdv funkcia transformuje rieSenie dC pomocou MNS
s normalnymi rovnicami (N,_, = ALAH) podrla (2) a minimalizaciou ||v||2 na rieenie dC podra (8)

s diagonalnou maticou S, t.j. so singularnymi €islami (ktoré s mimoriadne necitlivé na poruchy
v prvkoch Ay ) a s minimalizaciou
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n k n
2 ,

Irlg = 2 = 2 + 3 1 = min. (10)

1 i k+1
Minimalizacia (10), pri prijati
m; .
b= <k (11)
] Si
k

kedyv (9) r; = S; %—m, =0,atedav (10)je Zr,-z =0 pre i<k, t.,j. r;=r,=...=r,=0, sa redukuje
i 1

n
(kedze v (10) bude Zr,-z >0) na minimalizaciu tohoto ¢lena, t.j.
k+1

n
Iz =12 = min. (12)
k+1
Na zaklade uvedeného, bude mat r Struktiru
T T T
r:[rk rn] :[O o - 017 -m, m, - mn] :[0 —mn]
a potom pre (12) ako cielovu funkciu plati (Forsythe et al., 1967, 1977), teda
2 T T ,
Irlz = ra 1y = mymy, = min

Pri splneni tejto podmienky sa vytvoria hfadané odhady dC.

Zo vztahov (11) potom pre kx1 rozmerny vektor p plati

p:m/m(s):[ﬂ m oy ﬂ}, (13)
S Sk

takze je mozné urcit vektor dé podla prislusného vztahu (7), pre ktory dostavame

dC = Vp,

R A (14)
C=C +dC=C"+Vp,

pricom pre normu dC plati (Forsythe et al., 1967, 1977)

Jacf, = a¢”a€ = o[, =p"p=min.

Opravy meranych velicin

Homogenizované opravy vy sa urcia podla (2), resp. na zaklade (7) zo vztahu
UTV,_, =r,

teda
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0
vy = Ur =[U, u,,]{ m }: -U,m, =-U,UldL,, . (15)
—p
Dehomogenizacia oprav sa vykona v zmysle

v="P"v,=q?vy. (16)

2.4 Kofaktorova a kovarianéna matica

Vyraz (14) sa so zohlfadnenim (13) a uvazovanim U v zmysle (15) a (7) zapiSe v tvare

vec(S)

a pre urc':enieQdé = Qé sa pouzije pravidlo o tvorbe kofaktorov funkcii pri danych argumentoch

(v danom pripade Q;y =1 pre dLp).
Bude preto platit’

vu’ vu')" vul UV’
Q@ =

~vec(S) <\ vec(S))  vec(S) vec(S)”

odkial vzhfadom na (6) vyplyva

Q.=V 1 Loyroy— Ly
¢ 7 vee(S) vee(S) T vec(S)?
resp.
. 1 LT
Q. =Vdiag| — - — |V (18)
5%

Da sa ukazat, ze ak by sme vzhladom na argument dL4 v (17) oznacili kofaktorovd maticu ako Q@H,

bude plati:
-1 -1 -1

Q. =(a3A,) " =((PI°a)"PI"A) =(a"P,A)" =(a7Q)'A) " =Q.. (9

¢o znamena, Ze matica kofaktorov je invariantna k homogenizacii observacii.
K vySetreniu kovarianénej matice odhadov Z'é sa vopred urci kvadraticka forma oprav,

pre ktoru plati
-
Qy=vliv= (PZ/zv) PZ/ZV —viRv=vQ['v=0 (20)

a ktora, ako vidno, je tiez invariantna vo¢i homogenizacii observacii, resp. oprav.
Potom aposteriorny variancny faktor tiez bude

ng:'QH(n_k):Q(n_k):Sg (21)

a kovarianéna matica
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2 2
. | So So
Z'CH:séQészlag(—z —ZJVT,
S Sk
pricom aj teraz plati
Zey =50Qe =50Qe = 2. (22)

Ostatné vypocty

Na zaklade zistenych veli€in é v, Qé, Zé je mozné podla beznych postupov urcit dalSie

potrebné veliCiny, charakterizujice vlastnosti a kvalitu siete (Pelzer, 1980, 1985). Napr. pre odhady
nameranych veli¢in

A

L=L+v,

sa ich presnostna charakteristika - kovarian¢na matica Q ; urci Standardnym postupom s pouzitim
prisludného pravidla pre urCenie kofaktorovych resp. kovarianénych funkcii (Wolf, 1993).

3. Zaver

Prezentovany postup spracovania geodetickych sieti poskytuje vzhladom k Standardnym
rieSeniam Gauss-Markovovho modelu viac vyhod. Je to predovSetkym vhodnost postupu
pre spracovanie sieti aj s nie dobre podmienenymi maticami N ale tieZ mensSi rozsah numerickych
rieSeni. Vysledky spracovania geodetickych sieti tymto postupom s uUplne zhodné s vysledkami
Standardného rieSenia (pravda, pri pozadovanej numerickej stabilite numerickych argumentov).
a zaklade doterajSich skusenosti s pouzitim singularnej dekompozicie bude ju ucelné v buducnosti
uprednostnit pred $tandardnym rie$enim, pretoZe je to postup efektivny, vhodny aj pre stipcove
singularne matice A, teda pre vyrovnanie aj vazbovych aj volnych geodetickych sieti.
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