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Bezrozporové geodetické transformacie

Juraj Siitti '

Deviationless geodetic transformations
In a geodetic transformation of two networks (old, new), coordinate deviations come into
being at the identical points and the transformated coordinates have to be corrected. A new
deviationless method of Helmert and affine transformation is presented in which the definitive
coordinates of the transformated points are determined directly using a Gauss-Markoff model.

Key words: 2D transformation, coordinate discrepancies, deviationless Helmert and affine
transformation.

Uvod

Pri transformaciach suradnic geodetického bodového pola s dvomi datumami , transformacie
sa vykonaju na zaklade transformacnych rovnic, v ktorych nezname trasformacné parametre je
potrebné vopred uréit. Transformaéné parametre sa vSeobecne ur€uju pomocou suradnic
tzv. homologickych (identickych, uzlovych) bodov bodového pofa pre ktoré su k dispozicii suradnice aj
v jednom aj v druhom datume. Ako je zname, pri vypocte transformovanych suradnic homologickych
bodov H;, ie(1,h) pomocou transformaénych parametrov , ziskavame iné hodnoty stradnic Cy', ktoré
sa od povodnych (danych) suradnic Cy ligia. Vzniklé odchylky dC=C.-Cy' predstavuju tzv.
suradnicové rozpory prislusnej transformacie , ktoré sa pri uréeni definitivnych suradnic novych-
transformovanych bodov U;, je(1,u) musia vhodnym spésobom zohladnit.

V predlozenej praci sa prezentuje novy postup vypoctu definitivnych suradnic ur€ovanych

bodov U; na baze ich priameho urcenia pomocou vhodného odhadovacieho modelu,
t.j. bez formalneho vzniku suradnicovych rozporov. RieSenie je ukazané pre pripady 2D transformacii
suradnic Cy- bodov U; urCenych v lokélnej geodetickej sieti (v lokalnom datume) pri pouZiti
podobnostnej (Helmertovej) a afinnej transformacie (Albert, 1987; Bohm et al., 1981; Nevosad, 1974,
Wolfrum, 1978) na suradnice Cy’ v datume S-JTSK.

Problematika zohl'adnenia rozporov

Majme bodové pole so Strukturou podfa obr.1, v ktorom kvéli jednoduchosti sa bude uvazovat
h=3, u=2. V8etky body H;, U; boli zamerané v lokalnej sieti (v lokalnom datume s - ) a boli uréené ich
sUradnice CHiL,CUjL. Pre body H; su teda k dispozicii suradnice CHiJ=[X Y]iJ v datume S-JTSK ako aj
suradnice CHiL=[X Y]iL v lokalnom datume; pre body U; st zname len suradnice CUJ-L=[X Y],-L. Body U;
so svojimi konzistentnymi suradnicami ziskanymi z merania a spracovania siete determinuju akysi
"lokalny systém S-JTSK", malo odliSny svojou polohou v Kkartografickej zobrazovacej rovine
KFfovakovho zobrazenia od systému S-JTSK. Rozdielnost oboch datumov prameni v podstate
z existujucich deformit v JTSK (Weiss a Sutti, 1997).

Ak zo suradnic Cy’ a Cy uréime transformacéné parametre a suradnice Cy pomocou nich
transformujeme do S-JTSK , dostaneme stradnice Cy" a potom mame pre kazdy bod H; dvojaké
suradnice v S-JTSK, resp. z nich vytvorené suradnicové rozpory tejto transformacie

dc = Cy’ - cyt
(1)

Tieto rozpory su v rozhodujucej miere vyvolané kvalitativhou réznorodostou, nehomogenitou
oboch bodovych poli (body H; v systéme s’ = S-JTSK v danej oblasti a body nové U; v lokalnom
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systéme s L tvoriace jednu zameranu siet) a poskytuju uzivatefovi informacie o dfzkovom a uhlovom
skresleni prislusnej siete, jej chybnej orientacii a o réznych inych lokalnych deformaciach. Ak tieto
rozpory dosahuju zretefahodné hodnoty, ukazuju tym na nezeland nehomogenitu oboch bodovych
poli, t.j. z nich vytvorenej siete. Podla geodetickej praxe sa musi tato nehomogenita vhodnymi
opatreniami vylepsit (odstranit' sa neda), pri€om sa musia zachovat suradnice Cy’ bodov H; [zavazné
podla zakona (Vyhlaska, 1996; Zakon, 1995)]. Podstatou "napravy" problému je potom oprava
transformaciou ziskanych suradnic cy" (transformované su suradnice CUL) bodov U; na hodnoty
Cu™, s prihliadnutim na velkost a rozloZzenie dC v bodovom poli.

(YL) J Obr.1. Bodové pole s pévodnymi a transformovanymi
Y=S-JTSK stradnicami.
(y?) Jt i
dac P(‘/[XY ]1
H, [><Y];J Tento princip zvySenia homogenity

spojenych bodovych poli do vyhovujucej
lokalnej siete v prisluSnom priestore sa
- 5 realizuje  réznymi  metdédami, pricom
XYl najéastejie sa pouziva tzv. Jungova
XY metéda (Jung, 1938). Je vS8ak mozné
2 strucne naznacenu problematiku
nehomogenity bodového pofla siete riesit aj
(X’) zasadne inym postupom, a sice tak, ze sa
priamo urcia definitivne suradnice CUJ
(ekvivalent Cy") bodov U; v ramci vhodne;j,
tzv. bezrozporovej transformacie, rieSenej
na baze vyrovnavacej procedury.

[XY1;

Jt L
IXY]; U e[XY],

dCpy

H,O XY 1,
XY 1}

Pouzitie podobnostnej transformacie
Formalne rieSenie je demons$trované pre konkrétnu situaciu bodového pofa podfa obr.1.
Vyjdeme zo znamych suradnicovych transformacnych rovnic podobnostnej transformacie
(Albert, 1987; Bohm, 1981; Nevosad, 1974) (pre jeden bod)

X! = X,” + m cosw X" - m sino Y,

Y= Yc,J +m cosm Y- - m sino X",
v ktorych X,,Y, ,m,m su nezname transformacné parametre (vyznam X,,Y,,» je zrejmy z obr.1 a m je
koeficient dlZkového skreslenia). Rovnice (2) napiSeme pre fubovolnud dvojicu homologického a
ur¢ovaného bodu H; a U; a vytvorime ich suradnicové rozdiely

XHiJ—XUjJ = X,' + m cosw X" - m sine Yy -
(X, +m cosw Xy - m sineYy'), (2a)

YHiJ'YUjJ = Yo+ m coso Yy - m sine Xy
L . L
(Yo' +m coso Yy - m sine Xyi"),

alebo ak oznalime a=m coso , b=m sino ("kvazitransformalné parametre"), dostavame
transformacéné rovnice so suradnicovymi rozdielmi

Xu-Xy; = a(Xui - Xy') - b(Yui - Yyi), (20)
YHiJ'YUjJ =a(Yy' - YUjL) - b(Xui" - XUJL) .

Ako vyplyva z rovnic (2) , tieto nové transformacné rovnice z pévodnych transformacnych
parametrov obsahuju len m, ® resp. a, b (kedze translacné parametre X,, Y, nie su v tejto
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transformacii potrebné) a okrem nich ako nezname veli¢iny aj hfadané suradnice Cy’. To znamena,
Ze vztahy (2) umozfiuju priame, bezrozporové rieSenie transformacii.
Rovnice typu (2) mézeme napisat pre suradnicové rozdiely medzi kazdym bodom U;
a v8etkymi (resp. len vybranymi) bodmi H; , t.j. celkove je potrebnych n=2.h.u rovnic (v danom pripade
n'=2.3.2=12 rovnic)
Xur"-Xur” = a(XH1L - XU1L) - b(YH1L - YU1L),
Yur-Yur' = a(YH1L - YU1L) - b(XH1L - XU1L),
X2 -Xur” = a(XHzL - XU1L) - b(YHzL - YU1L),
Yo -Yur' = a(YHzL - YU1L) - b(XHzL - XU1L),
Xg"-Xur” = a(XH3L - XU1L) - b(YHsL - YU1L),
YHaJ'YmJ = a(YHSL - YU1L) - b(XHSL - XU1L)= 3)

Xut'-Xuz” = a(Xui" - Xua") - b(Yhi" - Yo',

Yur-Yuo? = a(Yui" - Yuao) - b(Xua" - Xua'),

Xuz™-Xuz' = a(Xus™ - Xuz") - b(Yhs™ - Yuz)),

Yus-Yu' = a(Yus - Yu2") - b(Xus- - Xu2"),

ktoré umozriuju urCovat suradnice Cy’ pomocou vhodného odhadovacieho modelu, ktory sa
najcastejSie voli v tvare Gaussovho - Markovovho modelu (GMM). Preuréeny systém rovnic (4) vznika
vtedy , ak pri pocte u ur€ovanych bodov (ked pocet ur€ovanych parametrov bude k = 2.u+2), bude
pre ulohu pouzitych h > u+1 homologickych bodov.

Rovnice (3) je mozné zapisat v maticovom tvare

Cy’'=Cy’ + A0, (4)
kde u.2h rozmerny vektor C’ = E(CHJ)T (Cx))"] predstavuje u blokov 2h stradnic Cy’ homologickych

bodov, u.2h rozmerny vektor Cy’ = [(Cyur’)" (Cu,’)'] obsahuje 2h krat uvadzané suradnice kazdého
bodu U;, u.2h x k rozmerna matica koeficientov A ma Strukturu

1 000 (X;1_XILH) _(YI{IAI_Y[],?I)_
0100 (Ygu-Yo) Kn-Xp)
100 0 (XHh-X5) —(YL-Yh)
A=|0 1 0 O (Ylliz_YIIfl) (Xlﬁz_XIle) ()
1 0 (XI;I3 - X%}z) - (Y1§3 - Ytl}z)
L 0 0 1 (Y1§3_Ytl}z) (X;3_X52)_

a k rozmerny vektor

0" = [Xur’ Yur’ Xu2' Yu2' a b] (6)
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obsahuje hfadané suradnice Cu’ bodov U; ako i Cast transformacnych parametrov.

Koncepcia transformacii suradnic v geodézii vSeobecne predpoklada (Benning, 1995;
Boéhm, 1981; Wolf, 1968; Wolfrum, 1978), Ze nemenitelné suradnice homologickych bodov, v danom
pripade Cy’, sa budu povazovat za "observacie". Rovnice (4) teda predstavuju deterministicky model
rie%enia ulohy a potom jej odpovedajuci stochasticky (Gaussov - Markovov) model s ozna¢enim
Cy =L bude

E(L)=A.0,
V(L)=0Q

kde operatory E(.),V(.) znaéia strednti hodnotu a varianciu, c,’ je apriérny varianény faktor a Q je
kofaktorova matica "observacii". Odpovedajuci odhadovaci (Statisticky) model je

v=A0 -L, (7)

T =060° Q.

V stochastickej zlozke modelu sa obvykle vezme 002 =1, Q. = lgny , teda jednotkové
kofaktory, resp. vahy, &o znadi , ze kazda suradnica bodov H; sa pre urdenie odhadov Cy’ bude
povazovat za rovnocennu.

Na zaklade modelu (7) sa potom urcia:

. ’ Lo~
-odhady parametrov ® , teda aj odhady suradnic Cy,

X,
Y/!
. X’
Q= ?i =(ATA'ATL, (8a)
2
a
| b

-"opravy" suradnic Cy’

V=A 0 -L=Cy"-Cy, (8b)
-aposteriorny variancny faktor

so2=Vv' Q" v/ (n-k), (8c)
-kovarianéna matica vektora odhadov, obsahujuca vSetky informacie o presnosti odhadov,

. ., il
tj. aj suradnic Cy,

2, =50 (ATQT A, (8d)

pripadne dalSie veliCiny.

Pouzitie afinnej transformacie

A

Vypocet odhadov transformac¢nych parametrov ® a spolu s nimi odhadov suradnic C{]

bodov U; je pri pouZiti afinnej transformacie analogicky ako postup, ktory je uvedeny pre podobnostnu

transformaciu.
Transformacné rovnice afinnej transformacie (pre fubovolny bod) su (Albert, 1987;

Bohm, 1981; Wolf, 1989; Wolfrum, 1978)
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alebo
OJ + a4 XL - dy YL,
o+ by Y -b, X

(9a)

(9b)

kde X, Yo, My, My, o, @, je 6 transformacnych parametrov afinnej transformacie, z ktorych m, , m, st
dfZkové moduly (vyjadruju pomer dfZok z oboch systémov v smere suradnicovych osi) a vyznam

(geometricky) ostatnych je zrejmy z obr.2.

Ak rovnice typu (9b) napiSeme pre H; a U; a odpovedajlce si suradnice vzajomne odCitame ,

dostaneme

XHiJ'XUjJ = a1(XHiL - XUjL) - aZ(YHiL - YUJL).

Y'Yy = ba(Yai - Yy - ba(Xu - XyH).

Xur™-Xur” = a1(Xen" - Xur") - @a(Yi" - Yur),
Yir-Yur’ = ba(Yir - Yurt) - bo(Xei" - Xut),

X2-Xur' = a1(Xu2" - Xu1") - @x(Yiz" - Yur'),
Yoz Yur’ = by (Y - Yurt) - ba(Xeg" - Xur'),

Xp'-Xur” = @a1(Xus- - Xu1") - @2(Yus- - Yurb),
Yus'-Yur? = bi(Yus" - Yuit) - ba(Xus™ - Xuih),

XH1J-Xu2J = a1(XH1L - XuzL) - aZ(YH1L - YUZL)'

YH1J-Yu2J = b1(YH1L - YuzL) - bZ(XH1L - XUZL)’

Xpia'-Xuz” = @a1(Xus- - Xuz") - @2(Yws- - Yua),

(10)

Obr. 2. Afinitna transforméacia pre stradnicové rozdiely.

Rovnice (10) maju rovnaku Struktdru ako (2b)
s tym rozdielom, Ze obsahuju 4 transformaéné
parametre , tj. aj v tomto pripade sa
transforméacie realizujd bez translaénych
prvkov X,,Y, . Rovnice typu (10) je mozné
napisat opat pre suradnicové rozdiely medzi
kazdym U; a vSetkymi H; , teda celkove sa
vytvori  n = u.2.h rovnic (v danom pripade
n=12)

(11)
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YHaJ'YuzJ = b1(YHsL - YuzL) - bz(XHaL - XuzL),

ktoré, kedZe budu tvorit pre urovany poCet parametrov k = 2.u+4 preuréeny systém, dovoluju riesit
parametre, t.j. aj suradnice Cy’ i v tomto pripade na baze Gaussovho - Markovovho modelu. Aby bol
systém linearnych rovnic (11) preurceny , pri po¢te u uréovanych bodoch je potrebné pouzit h > u+2
homologickych bodov.

Z rovnic (11) aj teraz postupne dospejeme k odpovedajucemu Statistickému modelu

V:A.é) -L= CHJt-CHJ,
3, =02Qy, (12)

kde u.2.h rozmerny vektor
LT:(CHJ)T:[XH1YH1 Xr2Yh2-.. XehYrn  Xu1Yh XH2YH2---XHhYHh]J (13)

su observacie, t.j. suradnice C’ v S-JTSK ( ktoré su platné a zavazné pre body H;), u.2h rozmerny
vektor

T _
V' = [ViqVyr ViaVy2 oo VeVyn ViVt ViaVyo ... VnVyn] (14)

st opravy observacii (t.j. opravy stradnic Cy” , ktoré s tymito opravami davaju hodnoty Cy™), u.2h x k
rozmerna matica

(1000 X5, —X5 -(YL-YL) o 0
0100 0 0 XL -XL Yh5-YS
1000 Xp,-Xp, -(Y5-Y5) 0 0
0100 0 0 Xi, - X0 Y - Y5
1000 X;,-Xy, -(Yy-Yr) 0 0
0100 0 0 Xis - Xy, Y- Y
A= | mmmme e eeeeeeeeeeeaaa (15)
1000 Xp, -Xp, -(Y5-Y5) 0 0
0100 0 0 X=X Yo=Y
1000 Xi,—Xi, -(Y5-Y5,) 0 0
0100 0 0 Xp,-X5, Yu-Y5,

obsahuje koeficienty a k rozmerny vektor
e = [X{JI YlJn X{JZ YlJJ2 a, a, b, bz] (16)

obsahuje odhady parametrov.

Pre tvorbu matic Q_ , oo platia tie isté pravidla, ktoré boli uvedené pre podobnostnu
transformaciu.
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Na posudenie presnosti C:) a vlastnosti afinnej transformacie aj v danom pripade sa urcuju
veli¢iny v, s, , Zé pripadne dalSie.

Niektoré vlastnosti transformacii so suradnicovymi rozdielmi

Poukazeme na niektoré zvlastnosti rieSenia GMM, zostaveného z transformacnych rovnic (3),
resp. (11), pouzivajucich suradnicové rozdiely. Ako zretefahodné zvlastnosti bezrozporového rieSenia
transformacii, najmd pri jeho praktickej realizacii a hodnoteni, mozno povazovat nasledovné
poznatky:

a) Strukturu matice A je mozné cClenit, resp. vytvorit z po¢tu u blokov, priCom kazdy blok
pozostava z h dvojic transformacnych rocnic (3) resp. (11) , t.j. v kazdom bloku s 2h rovnicami su ich
¢leny tvorené zo suradnic jedného ur€ovaného bodu U; a suradnic v8etkych, (resp. vybranych) bodov
H; v podobe suradnicovych rozdielov , pricom algoritmus tvorby tychto prvkov v rovniciach je zrejmy
zo Struktury (3) a (11).

b) opravy "v" su v kazdom bloku navzajom identické, t.j. pre Strukturu oprav v u.2h rozmernom
vektore v a v 2h rozmernych blokoch oprav vb plati

Vi1 Voix  Voiy
v v Y
b2 b2x b2y
v=| . |=| . . , (17)
Vi Ve Vony
Vb1 = Vb2 = ... = Vph
a pre h rozmerné vektory oprav X-ovych a Y-ovych suradnic v blokoch plati
Vbix = Vb2x = -.. = Vphy,
Vp1y = Vp2y = ... = Vphy. (18)

Aj v tychto transformaciach platia zname kontrolné vztahy pre opravy (B6hm, 1981;
Wolf, 1968), podla ktorych bude

sum(v) =0,

sSumM(Vp1) =sum(Vpz) = ... =sum(vyy) =0,

SUM(Vp1x) = SUM(Vpox) = ... = SUM(Vppy) = O, (19)
sUM(Vp1y) = SUM(Vp2y) = ... = SUM(Vpry) = 0.

VSeobecna platnost numerickej identity oprav v blokoch sa da ukazat aj graficky. Napr. pre
Vyq Z rovnice €.1 (bod U4,blok €.1) a z rovnice €.7 v (3) (bod U, blok €.2) prislusna geometria vztahov
vyplyva z obr.3, z ktorého vidno, Ze stradnicu Xy, bodu H; v s’ uréent z bodov U, , U, je mozné
napisat’ pomocou rovnic

X = Xy +dX3,

, (20)
X = X, +dX5

kde dX’; ,dX’, st vyjadrené pomocou dX";, dX", v zmysle

dX3 =a (X = Xur) =b (Vi = Yiir),
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dX3 =a (Xiy — Xg2)—b (Y — Y52) (21)

Obr. 3. Geometria transformacénych rovnic.

vt s
v |f=5-JTSK a dosadené do (20). V tychto
i rovniciach (deterministického charakteru pre
rieSenie ulohy)  teoretické hodnoty
observacii X’y; sa rozloZia na: merana
hodnota
+ oprava (vx;) , ktora bude vystupovat
v oboch rovniciach,

c) opravy v suradnic cy’
z geometrického hladiska predstavuju
vlastne rozpory na homologickych bodoch
H; (z kazdého bloku identické),t.j. rozdiely
"platnych" suradnic Cy’ a suradnic

CJH:A.(AQ, ktoré su vytvorené danou

H5 J I
1dY;\*fJ v, /9 J transformaciou. Opravy v charakterizuju
dYL\\ / (x7) teda mieru nehomogénnosti v interakcii
1Y XY oboch sieti (bodovych poli), t.j. JTSK

a lokalnej siete resp. lokalne deformity
JTSK v danej oblasti.

d) pre smerodajné odchylky SiysSvu odhadov suradnic ur€ovanych bodov U plati

(22)

¢o nie je tazké dokazat na zaklade Struktury prvkov kofaktorovej matice Q ¢y - Urcované body
su teda z hladiska polohovej presnosti charakterizované konfiden&nymi kruznicami.

Demonstraény priklad

SITUACIA  1: 20000 ROZPORY 1:1

Obr. 4. Lokalna polohova siet.
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Majme bodové pole s homologickymi bodmi H;, i€(1,2,3,7) a uréovanymi bodmi U;, je(4,5,6,8)
(obr.4), ktoré boli v ramci lokalnej siete zamerané a boli pre ne uréené suradnice Cu-,Clh, pricom
suradnice Cy’ (S-JTSK) pre body H; su tiez zname (tab.1).

Bod X" Y-
1 2000.000 3210.389
2 2358.992 1467.215
3 2832.206 2436.892
4 2000.000 2000.000
5 2331.440 2371.803
6 2654.731 1725.447
7 2829.238 3028.401
8 2443.675 3573.316
X’ Y’
1 1239001.1370 264506.3290
2 1239502.4944 262798.6135
3 1239894.2212 263803.9862
7 1239842.5571 264393.2504

Tab. 1. Suradnice bodového pola.

Cielom je urcit suradnice Cy’ bodov U; v S-JTSK bezrozporovou transforméaciou (CUL - CUJ)
pouzijuc podobnostné i afinné rieSenie.
Z tychto transformacii podla kap.2 a 3 dostavame vysledky (tab.2), z ktorych vyznam

C{J,so »S¢y Je zrejmy. VeliCiny dCy predstavuju rozdiely medzi suradnicami CJ a C{j , ktoré

z vyznamového hladiska je mozné povazovat za kvaziopravy suradnic Cu vytvorené automaticky
V procese vyrovnania.

Na porovnanie vysledkov s korekénymi metdédami rieSenia definitivnych suradnic bodov U,
boli po Standardnej (so suradnicami) afinnej transformacii a ur€eni rozporov dCy na bodoch H;
vypocitané Jungovou metédou opravy 3C suradnic Cy" a uréené korigované, definitivne suradnice
Cy™ bodov Ui,

Veli¢ina Podobnostna transformacia Afinna Jungova
transformacia metoda
Cy’ [m] Bod | X Y X Y X Y
4 1239100.835 263300.031 .827 .030 .829 .028
5 1239400.525 263697.874 522 .874 524 874
6 1239775.956 263080.329 .957 .333 .948 .567
8 1239413.414 264904.569 415 .566 424 .567
S, [mm] 47.029 4,877
Sx ,Sy 4 3.806 3.806 3.193 3.193
[mm] 5 3.470 3.470 2.535 2.535
6 3.895 3.895 2.892 2.892
8 4.146 4.146 3.069 3.069
dCy ,dCy 41 5.0 16.0 23 -14.5 -27.7 -16.2
[mm] 52 16.4 -26.2 -3.9 26.8 -9.1 -19.3
63 || -21.6 16.8 214 -20.1 -27.7 -22.7
87 || -34.6 -12.5 33.2 16.0 -17.9 -23.3

Tab. 2. Vysledky transformacii lokalnej siete do S-JTSK.

Zaver



Siitti: Bezrozporové geodetické transformacie

| ked sa z analyzy jednej, nahodne pouzitej lokalnej siete nedaju prijat vSeobecne platné
zavery pre vSeobecné vlastnosti bezrozporovych transformacii, predsa sa niektoré vysledky zdaju byt
vyznamné.

Vysledky z uplatnenia podobnostnej a afinnej transformacie aj bezrozporovym rieSenim
ukazuju predovSetkym na zname prednosti afinnej transformacie, ktora dava mensie hodnoty oprav,
t.j. poskytuje lepSiu determinaciu nehomogenit v JTSK v danej oblasti, menSie hodnoty s,

a smerodajnych odchylok odhadov suradnic.

Riesenie a vysledky dalej ukazuju na :

- definitivne suradnice afinne transformovanych bodov su blizSie k suradniciam ziskanym
Jungovou metddou,

- pouzitie robzne definovanych vah dava suradnice vzajomne odliSné v rozpati 10 - 15 mm
pri pouziti ktorejkolvek transformacie (vysledky nie su prezentované),

- pri zvySeni poctu u transformovanych bodov U; , tj. zvySenim poctu blokov v matici A, s,
bude asymptoticky klesat k urcitej limitnej hodnote ,

- bezrozporové transformacie nie su ani z matematického ani z numerického hladiska
naro¢né a mozno ich programove podporit’ bez problémov.

Je vSak zrejmé, Ze pouzitelnost bezrozporovych transformacii je potrebné dalej teoreticky
i empiricky skumat.
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