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@ Vyrovnanie vySkovej - nivelacnej siete

Milan Saderd” a Juraj Gasinecl

Adjustment of the levelling network
The levelling network is being adjusted by the least square method with the conditional measurements. In the levelling network there
are measured the quantities — elevations that are intermixed by various mathematical or geometric equations.

Key words: the vector of corrections, the configuration matrix, the cofactor matrix, the levelling network.

Uvod

Na vyrovnanie vySkovej siete zameranej na baze vel'mi presnej nivelacie (VPN) (InStrukcia na prace
vo vyskovych bodovych poliach, 1982) sa vyuziva metéda najmensich $tvorcov (MNS) a to na vyrovnanie spro-
stredkujtcich alebo podmienkovych merani. Pre rozhodnutie o spésobe vyrovnania je podstatny mensi pocet
numerickych operacii. Vzhl'adom na to vyrovnavame nivelacné siete spravidla podla podmienkovych mera-
ni a trigonometrické vyskové siete podla sprostredkujucich merani. Uvedené siete, ak st vlozené do uz vyrovna-
nych sieti, nesmi vyrovnanim menit’ dané vysky pripajacich bodov (Abelovic, 1990).

Vyrovnanie nivela¢nej siete podl’a podmienkovych merani

Uvedeny spdsob je najrozirenej$im modelom vyrovnania na principe MNS. Pri zamerani nivelagnej siete
sa meraju veliCiny — prevysenia, ktoré si spolu viazané réznymi matematickymi, resp. geometrickymi vztahmi —
podmienkami (napr. sucet prevyseni v uzatvorenom nivelaénom polygone musi byt nulovy). Ak meranim ziska-
me prevysenia v nadbytoénom poéte, ktoré nebudii stanovené podmienky pod vplyvom meraéskych chyb spiiat,
musime pristupit’ k vyrovnaniu podla tychto podmienok. Aby sme najdené rozpory odstranili, pripajame k nim
opravy. Predpokladom pre pouzitie vyrovnania je vykonanie aspon jedného nadbyto¢ného merania. Ak by sme
pri nadbytonom pocte merani vyrovnanie nevykonali, dostali by sme v geodetickej sieti réznou vypoctovou
cestou odlisné ¢iselné hodnoty pre prevysenie, resp. vysku toho istého bodu, ¢o je nepripustné z hl'adiska nadva-
zujucich geodetickych prac.

Formuliacia ilohy

Nech je meranych n veli¢in — prevySenia hy, ..., h, , s presnostnymi charakteristikami — vahovymi koefi-
cientmi py, ... , Prn, T€SP. S ich reciproénymi hodnotami — kofaktorovymi koeficientmi q »; =1/pui, -.- » Gpn =1/Pim-

Prestnostné charakteristiky mozu byt vytvarané na principe vahy 1 kilometrového tGseku nivelacného tahu, alebo
vol'bou vhodnych celych realnych Cisiel (konstant), na zaklade vztahov

2
G = L5 =115, (3-1)
St

resp.

1
Pri =—> (3-2)
kde: s, je Standardna odchylka nivelacného tahu [mm],
S; je dizka nivela¢ného tahu [km].

Jednotlivé koeficienty qy;, resp. py; zostavime do matic, a to bud’ kofaktorovej Q, resp. véhovej P, .

Ak usporiadame merané veli¢iny h; do vektora meranych veli¢in h

!Ing. Milan Sadera a Ing. Juraj Gasinec, Katedra geodézie a geofyziky, F BERG Technickej univerzity v Kogiciach, Park Komenského 19,
043 84 Kosice
(Recenzovali: Prof. Ing. Juraj Siitti, DrSc. a Ing. Jozef Kozar)
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o
h= gl.z EL (3-3)
.

potom jednotlivé matice, kofaktorova @, , resp. véhova P,

g, 0 0 00O %’m 0O 0 O E
0 0
0 :DO dwn 0 O 0 , P :|:|0 P, 0 O 0 (3-4)
0o o . 0O " Eo 0o . og
0 0
oo 0 0 gq,Q oo o0 0 p,QO

st (n x n) rozmerné diagonalne, Stvorcové, pozitivne definitné matice kofaktorov resp. vah meranych velicin.

Skutoéné hodnoty h meranych veli¢in spiiiaju presne r vztahov, nadbytoénych (redundantnych) merani
r=n-k, kde kje pocet hl'adanych vyrovnanych vysSok bodov, ktoré st jednoznaéne uréené pomocou n prevy-
Seni. Pocet podmienkovych rovnic sa musi rovnat’ redundancii. Je nutné uvazit, ¢i vyrovnanie splni aj nezmysel-
né podmienky a naopak, ¢i neformulované podmienky nebudu splnené, preto sa nevytvara vel’ky pocet podmien-
kovych (modelovych) rovnic

o(f")=0. (3-5)
Splnenie vztahu (3-5) budeme vyzadovat’ i pre vyrovnané veli¢iny h, teda musi platit’
(A" )=0. (3-6)

Namerané veli¢iny h tieto vztahy (3-5) a (3-6) v skutoénosti pod vplyvom meraéskym chyb nespiiaji, pla-
ti teda

ol")=u=o. (3-7)

Vypo¢itané odchylky U vo vztahu (3-7) nazveme uzavery. Ulohou vyrovnania je teda eliminacia tychto
uzaverov, pripojenim oprav Vv k nameranym hodnotim h . Takychto rieSeni by bolo nekone¢ne mnoho, pretoze
pocet hl'adanych oprav (t.j. pocet vykonanych merani n) je vacsi ako pocet nadbytocnych merani r. Aby rieSenie
bolo jednozna¢né, pridame podmienku MNS

v @, = min. , (3-8)

pomocou ktorej sa extremalizuje sustava podmienok.

Riesenie ilohy

Povodné podmienkové rovnice (3-6) mozu byt linearne i nelinearne. Pre d’alSie vypocty musia byt vzdy li-
nearizované, ¢o vyplyva z principu MNS. Po dosadeni za

h=h+v 4-1)

vykondme ich rozvoj do Taylorovho radu, s uvazovanim iba ¢lenov 1.radu, vzhl'adom na pozadovanu presnost’
vysledku. Potom

o )=oor +v)=gl b 2B @
Ooh" f=y
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Ak dalej zavedieme oznacenie podl'a (3-7):
s7)=u,

spolu s ozna¢enim konfiguracnej matice nivelacnej siete

Do) ooiT)  aebr)
LT )0 O oh oh 6hn O 4-3
0 LI T T
G0 Gy Do) 0s,() ZANE
goh, = oh, " oh, H
=h
mozeme napisat’ sustavu linearizovanych podmienkovych rovnic:
U+A"v=0. (4-4)

Ulohou vyrovnania je teda uréit’ opravy v; k jednotlivym meranym prevyseniam h; tak, aby bola splnena
podmienka MNS (3-8) a sucasne aj retrikcie (obmedzenia) (4-4).

Séitanim nameranych prevySeni h; v podmienkovych rovniciach (3-7) dostaneme prvky vektora odchylok
U . Pre rovnice (4-4) zostavime konfiguraéni maticu nivelacnej siete A , na principe vztahu (4-3).

Postup vyrovnania

Ciel'om odhadovacej procedury je v danom pripade uréit’ opravy v k nameranym prevySeniam a vyrovnané
hodnoty prevySeni podla (4-1).

Uréenie takych oprav v, ktoré by splnali vzt'ah (3-8) a zaroven (3-7), riesi sa znamym sposobom vySetrenia
extrému cielovej (ucelovej) funkcie (3-8), s vedl'ajsimi podmienkami - restrikciami, ktoré predstavuju rovnice

(4-4). Vychodiskovy zapis tejto procediry ma tvar
odkial pre opravy vyplyva

ktory vyuziva Lagrangeove koeficienty — korelaty [ku (3-8) sa pripiSu rovnice (4-4) nasobené neurcitymi koefi-
cientami k].

Extrém (minimum) funkcie (5-1) sa uréi pomocou prvej, resp druhej derivacie Q.

v=Q,ALk. (5-3)
Ak dosadime vztah (5-3) do (4-4), dostaneme sustavu normalnych rovnic
U+AT @, ATk =0. (5-4)
V rovnici (5-4) mézeme oznadit’ AT [@, DA =N, maticu koeficientov normélnych rovnic, takze bude platit’
U+Nk=0, (5-5)
a znej urcit’ koeficienty k

k=-N". (5-6)
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Dosadenim vypocitanych Lagrangeovych koeficientov - korelat do vztahu (5-3) dostavame hl'adany vektor
oprav

v=-Q,[AIN" U, (5-7)

ktory tvori ciel’ vyrovnania. Pomocou jeho hodnét vypocditame odhady vyrovnanych veli¢in podla (4-1), ktoré
musia spliiat’ vopred stanovené podmienky.

Zaverecné kontroly a Standardné odchylky

Zaverecnu kontrolu vykoname dosadenim vyrovnanych prevySeni do vztahu (3-6), resp. ak vypocitame
rovnice (4-4), ktoré tvoria zavere¢nu kontrolu-spolu so vztahom

i1 :in’ (6-1)
kde

5=-U"k a 3,=vQ,’v. (6-2)

Treba vSak pripomentt, ze splnenie tejto kontroly nepreveruje chybné zostavenie podmienok. Nesuhlas
(rozpor) vo vztahu (3-6) mdze byt tiez zapriCineny zanedbanim ¢lenov vyssieho radu v Taylorovom rozvoji.
Pre testovanie vyrovnanych hodndt prevyseni je potrebné vypocitat’ aposteriorny varianény faktor (jed-
notkovu varianciu, disperziu, rozptyl)

v, & (6-3)

T

2 _
So =

a Standardné odchylky S; vyrovnanych prevyseni, ktoré ziskame ako odmocniny z diagonalnych prvkov kova-
rian¢nej matice vyrovnanych prevysSeni
_2 i
5, =50, (6-4)

kde kofaktorova matica vyrovnanych prevyseni QhJ (Bshm et al. 1990, Siitti 1987 ) je
Q; =Q,-Q, WIN"' A" [Q,. (6-5)

Standardné odchylky S; vyrovnanych prevySeni sa musia nachadzat’ v intervale spol'ahlivosti <— H,+H>

na zaklade predpokladu platnosti normalneho rozdelenia pre chyby (ich opravy), na hladine vyznamnosti
a = 0,001, ktory je ur¢eny pomocou trojnadsobku hodnoty og,, (B6hm et al., 1990), t.j. zékladnej kilometrovej

standardnej odchylky, s ktorou je mozné uréit’ prevysenie na dizke 1km nivelaénej trate
+H =+30,. (6-6)

Tato aposteriorna (empirickd) hodnota sa vyjadri vztahom

gy =t | LsP, [mm], (6-7)

v ktorom : R - diZky nivelaénych oddielov [km],
P - odchylky v prevySeniach medzi nivelaciou tam a spat’ pre oddiely [mm)],

ng - pocet oddielov.

! Pri dobre vytvorenom programe (softvere), sa kontroly nemusia robit’ vobec.
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V ramci aposteridrnej analyzy vyrovnanej nivelacnej siete je tiez potrebné overit, ¢i namerané tidaje (pre-
vySenia) nie st v rozpore s udajmi, ktoré sa dali oakéavat’ pri pouzitej metodike merania. Pre analyzu je vhodné
pouzit’ zékladnu Standardnt odchylku o, ktorej numericku hodnotu ziskame zo vztahu (6-7), resp. pre pouzity

typ nivela¢ného pristroja a realizovani technologiu merania je znama.
Prakticky teda, ide o overenie, ¢i bola v ramci merania neprekrocena hodnota o, (Dobes, 1990, Hauf,

1989). Toto overenie, za predpokladu, ze chyby prevySeni maji rovnaké normalne rozdelenie, sa vykona pomo-

cou aposteriorneho varianéného faktora Sg , vzt'ah (6-3), pomocou ktorého vytvorime interval spol’ahlivosti

. 2'o‘é(r) S50 (6-8)
B

a preverime, ¢i sa Ug nachadza v tomto intervale. Vo vyjadreni intervalu (6-8) je )(,2 nahodna premenna, ktora

podlieha chi- kvadratu rozdelenia pravdepodobnosti s r stupiiami vol'nosti, pri hladine vyznamnosti o , pre asy-
metricky interval spol'ahlivosti tak, ze a /2 - kvantil a (]-a / 2) — kvantil uréujt jeho hranice. TGto pravdepo-
dobnost’ volime dostatoéne malu (a =0,01, a =0,05, ..H). Ak tento ndhodny interval pokryje (s pravdepodob-

nostou 1-a ) nendhodnu veli¢inu O, g , mdzeme prijat’ hypotézu, ze uskuto¢nené merania boli vykonané na urov-

ni zodpovedajticej pouzitej metodike. Ak sa O g nachadza vl'avo od tohoto intervalu, signalizuje to, Ze vykonané

meranie sa realizovalo na niz$ej presnostnej urovni, nastalo vazne porusenie technoldgie merania, lebo sa nedo-
siahla ta presnost, ktort je mozné s pouzitou metodikou, charakterizovanou hodnotou 0, dosiahnut’.

Priklad

Nivelacna siet’ (obr. 1) je pripojend na dva dané vyskové body 8, 193, s daitumami Vg = 214,2998 m
a Vg3 =213,9948 m v baltskom vyskovom systéme po vyrovnani (Bpv). Zmysel pohybu ,.tam* v nivelacnej sieti
je naznaceny Sipkami. Siet’ pozostava z k = 4 bodov 8.1, 8.2, 8.3, 8.4, ktoré su jednoznacne uréené n = 6 mera-
nymi nivelaénymi prevyseniami na baze VPN, redukovanymi o opravu z dizky latového metra a z tiaze. Vysled-
ky st zostavené do stipcového vektora

[+ 1,551500 0
Ll 0,382290L

W = [0 0307000 {}
6,0 []0,072260 ]
U 0,003010 U
1,244079 H

Obr.1. Nivelana siet.

K hodnotam prevyseni prislichaju kofaktory, usporiadané do kofaktorovej matice

321 0 0 0 0 0 [

Uo 0045 0 0 0 o U

O 0J
0o 0 0049 0 0 0 g .
Q, = {sr}

T 0o 0 0 0,045 0 0 [

Oo 0 0,036 o O

H 0 0 0 0 0 0,1365

Na vyrovnanie siete s redundanciou r = n — k = 2, je potrebné vytvorit’ dve nezavislé podmienkové rovnice
v zmysle smeru pohybu, ktoré zapiSeme v tvare

I h,+h,+h,+h, +h, +h, —AV,_o; =0, I h,+hy+h, +h; =0.

2 Pozor, ak ale pouzijeme pravidlo 30 (pozri 6-6), tak aj tu by malo zvolené @ zohl'aditovat’ toto pravidlo.

3 Symboly v { } oznaujii rozmery, pricom BR znamené bez rozmeru.
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Dosadenim numerickych hodndt meranych prevysSeni (a znameho vyskového rozdielu v I. rovnici ) dosta-
vame uzavery v podobe vektora odchyliek

0,002441 1 11
= U {m} Po zostaveni konfiguracnej matice A { R}
~ H 0,000020H @) 1111 OE
632 0,175
vypotitame maticu koeficientov normalnych rovnic A" [, A= % 75 0 1755 {BR}

0,005298
dralej vypocitame korelaty k =-N"w= E’O 0051835 {H}

[0,00170053[]

[d.000005140
,00000560
opravy v =Q, ALk = O {n}
61 [0,00000514[]
[0,000004110
,00072047H

Pomocou oprav a meranych prevyseni vypocitame vyrovnané prevysenia
[+ 1,549799 1
(1 0,3822850]

R 0,307006
h=h+v= D D {H} .
6,1 [10,072265 ]

[J 0,003014 U
1,244799 H

Po dosadeni vyrovnanych prevySeni do podmienkovych rovnic skontrolujeme splnenie podmienkovych
rovnic

I. -1,549799 -0,382285+0,307006+0,072265+0,003014+1,244799+0.305000 = 0 m,
II. - 0,382285+0,307006+0,072265+ 0,003014 =0m,

resp. vypocitame pretvorené podmienkové rovnice

(0[]
U+A O =
FH

Kontrolu mézeme vykonat’ aj pomocou rovnice

3, =-U" k=0,000013 {m*} a £, =v' @, 3r=0,000013 {m’},
pre ktoré musi platit’ il = 211 .

Pre testovanie vyrovnanych hodnét prevyseni vypocitame aposteriérny variancny faktor - rozptyl

T -1
v v
sg = AN 6,4140 {mm’}.
T

Na vypocet standardnych odchyliek vyrovnanych prevyseni potrebujeme poznat prislusné kofaktorové
koeficienty z matice (6-5)
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[10,095527 0 0 0 0 - 0,0955270]
O o 0,033429 —0,012600 —0,011571 - 0,009257 o U

0. :B 0 -0,012600  0,035280 —0,012600 — 0,010080 0 g (a8} -
g oo -0,011571 -0,012600  0,033429 - 0,009257 0
’ O o -0,009257 -0,010080 —0,009257  0,028594 o U
Ho,095527 0 0 0 0 0,095527 H

Potom Standardné odchylky ziskame vyberom prislusnych prvkov z diagonaly v kovarianénej matici vy-
rovnanych prevyseni

00,6127 0 0 0 0 -0,612701
E 0 0,2144 —0,0808 —0,0742 —0,0594 0 E

5 oo -0,0808  0,2263 —0,0808 —0,0647 0 g { }

Zf1 =s, EQF1 = mm” [’
oh 0 o -0,0742 -0,0808 02144 —-0,0594 0 [
U o -0,0594 —0,0646 —0,0594  0,1834 o U
B—O,6127 0 0 0 0 0,6127 H

ktoré zostavime do vektora Standardnych odchylok vyrovnanych prevyseni

[0,7829[]
[d,46300
4754D
=0 ziadavk Inenie s, <300, =2,5326 ktorej it vietky Gdaj
S~ s poziadavkou na splnenie s, < R mm , ktorej vyhovuju vSetky udaje.
63 [0,4626[] {mm} p p fy 0 ) vy i} Yy udaj
[d,42780]

@,78295
Na zaver je potrebné overit' dodrzanie hodnoty Stvorca zakladnej kilometrovej Standardnej odchylky
ag =0,716 mm” v ramci intervalu spolahlivosti, ktory uréime pre r = 2 a hladinu vyznamnosti a =0,01 pre chi-

kvadrat ( ¥ 2) rozdelenia :

2 _ 2 _ 2 _ 2 _
Xiq-a/2) = X2. 0,905 =10,597, Xeaiz = X2 0005 = 0,010

= 641,400 mm°,

o Cos2r)  6414mm?
Hrani¢né hodnoty podl'a vztahu (6-8) s — =

Xeai2 0,010

so(r)  6414mm®

2
Xt (1-a/2) 10,597

0,605 mm> , teda hodnota Gg =(,716 mm’ sa nachadza v intervale

o6 0( 0,605; 641,400 ) [mm].

Z toho vyplyva, Ze uskuto¢nené merania boli vykonané na urovni, ktora metodika VPN umoziiuje.
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