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Matematicka Statistika v geologii

Peter Blistan u

Mathematical Statistics in the Geology

During the last period is modern geology oriented toward intensive utilisation of mathematical methods. Utilisation of these methods
was conditioned by complicated structure of geological bodies, which resulted from interaction of a couple of factors. In the period of pro-
Jection, realisation and evaluation of geological works one meet many problems of description of a character of geological data. These
problems — very often trivial — arise from the poor knowledge of the principles of statistical methods. Transformation of real geological
object into the form of abstract mathematical model is the basic and usually also the most complicated step of mathematical solution. There
is also to be mentioned that there is no unitary approach to the modelling or uniform direction for a method of data processing selection.
Complicacy of geological objects needs rational simplification of the model, otherwise the solution would be too complicated or even impos-
sible.

Key words: histogram, normal distribution, lognormal distribution, exponential distribution, mean value, median, mode, sample variance,
standard deviation, correlation analysis.

1. Uvod

Siroké uplatnenie matematickych metod v geovedach vyplyva zo skutoénosti, Ze v procese formovania geo-
logickych telies dochadzalo interakciou celého radu faktorov k vzniku vel'mi zlozitych systémov. Tieto sa vy-
znacuju urcitou priestorovou Struktirou a zastipenim ndhodnej zlozky. Pri projektovani, vykonavani a vyhodno-
covani geologickych prac sa stretavame s problémami popisu charakteru priestorovych geologickych datovych
velic¢in, ktoré mozu byt’ spojité, diskrétne, skalarne alebo vektorové.

Zakladnym a Casto aj najtaz§im krokom pri matematickom rieSeni geologickych problémov je prevod real-
nych geologickych objektov do formy abstraktnych matematickych modelov. V zasade mézeme odlisit”:

- priestorové modelovanie morfologie geologickych telies,
- modelovanie vnitornych atributov.

Tu je potrebné zdoraznit’, Ze neexistuje jednotny postup modelovania ani jednoznac¢né pravidla vyberu
vhodnych metéd spracovania dat. Mnoho matematicko-Statistickych postupov vyzaduje splnenie striktnych
predpokladov pre ich spravnu aplikéciu, tie sa vSak u prirodnych objektov nie vzdy daja overit’. Zlozitost’ geolo-
gickych objektov teda vyzaduje rozumné zjednodusenie modelu, ina¢ by rieSenie bolo prili§ komplikované alebo
dokonca nemozné. Tento jav vyjadruje aj princip inkompatibility: “ Ak rastie zloZitost’ systému, klesa naSa
schopnost’ formulovat’ presné zavery o jeho spravani, az dosiahneme hranice, za ktorymi su presnost’ a relevan-
tnost’ prakticky vzdjomne vyluCujlce sa charakteristiky. ,, (Zadech, 1973). Skuto¢nostou je aj to, ze realny efekt
z aplikovania zlozitych modelov nie je ¢asto imerny vynaloZenej praci.

2. Principy Statistickej analyzy dat

Ciel'om statistickej analyzy je stanovenie zvlastnosti dat z kvantitativneho hl'adiska a overenie predpokladov
pre dalsie Statistické tvahy o datach. Z hladiska aplikacie matematicko-statistickych metdd je mozné vyclenit
urcité typy uloh a postupy, ktoré su spolo¢né pre rozne druhy rieSenych problémov. RieSenie tychto typovych
uloh spracovania dat je mozné rozdelit’ do niekol’kych chronologicky za sebou nasledujucich krokov:

* popis typu Statistickej distribucie veli¢in, resp. hustoty rozdelenia pravdepodobnosti ich vyskytu,
* najpravdepodobnejsi odhad strednych hodnoét velicin,

* urcenie variability veli¢in,

* stanovenie spolahlivosti odhadu matematickej nadeje,

* stanovenie spolahlivosti odhadu disperzie,

* rieSenie problému odl'ahlych — extrémnych veli¢in,

* hodnotenie nezavislosti vyberov,

* ocenenie a popis vzajomnych vztahov veli¢in,

* analyza Struktary poli veli¢in,

* urcenie priemernych charakteristik poli velicin,

* testovanie zhody alebo rozdielu geologickych objektov (Schejbal, 1980).
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Bilstan: Matematicka Statistika v geologii

Poslednymi tromi krokmi sa zaobera predovsetkym $pecialna matematicka disciplina — geostatisika, vycha-
dzajtca z priestorovych vztahov meranych dat.

Okrem uvedenych metdd existuje eSte cely rad d’alSich Statistickych, geostatistickych, deterministickych,
stochastickych a inych metod, ktoré maju Specialne zameranie alebo su stcastou inych odbornych disciplin.

2.1. Prieskumova analyza dat

Utelom prieskumovej analyzy (predspracovania) je odhalit’ zvlastnosti ziskanych dat a overit’ predpoklady
pre ich d’alSie Statistické spracovanie. Opodstatnenie ma predovsetkym pri analyze zlozitych, nakladnych alebo
unikatnych merani, pretoze moze zabranit' vzniku chyb este pred zacatim detailnejSich Statistickych vypoctov,
alebo na zéklade svojich zaverov neodporucit’ realizaciu d’alSich merani. Z tychto dévodov sa Gispesne pouziva aj
v geologii, kde moze odhalit, alebo do istej miery predpokladat’ negativny vysledok d’alsich prieskumnych prac
eSte v ich pociatku. Zabrani sa tym v konecnom dosledku finanénym stratdm, ktoré by vznikli pri realizacii vys-
Sich etap prieskumu.

Pri tejto analyze sa pouzivaju hlavne rychle a nenarocné metoddy a postupy. Medzi najCastejSie patria pre-
dovsetkym grafické metddy, ktoré st vhodné na zjednoduSenie popisu dat, identifikaciu typu rozdelenia dat
a konstrukciu takzvaného empirického rozdelenia dat. Su jednoduché a relativne najrychlejsie, preto maji iba
orientacny charakter, a to hlavne pri zmieSanych distribuciach (zvlaStny typ rozdelenia dat). St zalozené
na pouzivani tzv. pravdepodobnostnych grafickych papierov, do ktorych sa vyndSaju napriklad triedne znaky
a zodpovedajuce kumulativne relativne pocCetnosti, respektive iné parametre suboru dat, takze davaji okamzity
vizualny obraz.

Grafy identifikacie Statistickych zvlastnosti dat

Z grafickych metod sa pri prieskumovej analyze vyuzivaju predovSetkym diagramy rozptylenia hodnét
a kvantilova charakteristika siboru, umoziujtca sledovat’ lokalne spravanie sa dat (koncentracia dat, extrémne
hodnoty a pod.).

Diagram rozptylenia hodnot

Diagram rozptylenia hodnét (obr.1a) predstavuje jednorozmern projekciu na X-ova alebo Y-ova os. Je
vhodny na rychle a prehl'adné urCenie lokalnej koncentracie dat, ktord sa prejavi lokalnymi zhlukmi bodov
v grafe. Vyskyt tohto javu pri spracovani dat poukazuje na koncentraciu meranych dat okolo jednej, pripadne
viacerych hodnot, ktoré mézu byt v idedlnom pripade oCakavanymi hodnotami. Ak teda namerané hodnoty
korespondujil s oCakavanymi, znamena to, Ze merania boli spravne, resp., ze sa potvrdil vyskyt ocakavanych
hodnét.

Diagram dokaze 'ahko odhalit’ aj vybocCujuce a extrémne hodnoty, leziace na koncoch grafu. Tieto mézu
predstavovat’ nahodné chybné merania (chybné vzorky, preklepy pri spracovani), alebo naopak, vysoku (nizku)
koncentraciu sledovaného javu, ktord poukazuje na pripadné objavenie hl'adaného lozZiska (napriklad vysoko
pozitivne Slichové vzorky pri Slichovej prospekcii na zlato), alebo na jeho neexistenciu (vykliovanie, ,,hluché*
— jalové useky).

Kvantilovy graf
Predstavuje dvojrozmernti projekciu variaéného radu (na Y-ovi os) a poradovej pravdepodobnosti
(na X-ovu os). Hodnoty poradovej pravdepodobnosti P; sa ur¢ia podla vztahu [1], v ktorom n=pocet hodnot
vyberu a i je poradové Cislo prislusnej hodnoty vo variatnom rade(Meloun a Militky, 1995). Varia¢ny rad vznik-
ne vzostupnym usporiadanim nameranych hodnot. Graf méze byt symetricky, zoSikmeny k vysokym alebo niz-
kym hodnotdm. Umoznuje prehl'adne zndzornit’ data a na zéklade krivky l'ah-

1 Sie urcit’ tvar rozdelenia (obr.1b) ktory je dblezity pre vyber spravnej metody
L= urcenia zakladnych charakteristik stboru.
P = —3 [1] Pre symetrické rozdelenia ma kvantilova funkcia sigmoidalny tvar. Pre
n+ 1 rozdelenia zoSikmené k vy$sim hodnotam je konvexne rastica a pre rozdelenia
3 zoSikmené k niz§im hodnotam konkavne rastie. Je z neho mozné identifikovat

lokalne koncentracie dat a vybocujuce, respektive extrémne hodnoty podob-
nym spdsobom ako z diagramu rozptylenia hodnot.

Diagram rozptylenia s kvantilmi
Vynika jednoduchou konstrukciou a univerzalnostou posudzovania Statistickych zvlastnosti suboru dat.
Jeho zékladom je kvantilovy graf, ktory sa ziska spojenim bodov {X; , P;} linedrnymi usekmi (obr.1¢c). Hodnota
poradovej pravdepodobnosti P; sa pocita podla vztahu [1].
Pre ul'ahéenie interpretacie sa do grafu vynasaju tri obdizniky F, E a D.
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e Kvartilovy obd[?nik F — mé na stradnici Y vrcholy dané hodnotami kvartilov Fp=X,5 a Fy=X55. Odpo-
vedajiice suradnice na osi X st poradové pravdepodobnosti P,=27=0,25 a 1-2=0,75.

e Oktilovy obd?nik E — m4 na stradnici Y oktily Ep=X,5 a Ey=Xg75 a na osi X poradové pravdepodob-
nosti P3=2°=0,125 a 1-27=0,875.

e Sedecilovy obdiZnik D — m4 na saradnici Y sedecily Dp=Xg25 a Dy=Xo; 75 @ na osi X poradové pravde-
podobnosti P,=2=0,0625 a 1-2%=0,9375.
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Obr.1a. Diagram rozptylenia hodnot. Obr.1b. Kvantilovy graf. Obr.1c. Diagram rozptylenia s kvantilmi.

Do kvantilového obdiznika sa vo vyske medidnu X, s=Xs, zakresluje hori-

Xo5 LT5Rg/ ‘/; [2] " zontalna iara a na kolmici k nej sa na os X vynasa robustny odhad konfiden-

¢ného intervalu medianu kde Rg=Fy-Fp=IQR (inter quartil range). Na zaklade
tohoto grafu, rozpitia Ry, relativnej Sikmosti S; a relativnej dizky koncov va-
ria¢ného radu Ty je mozné identifikovat’ zvlastnosti vyberu (obr.2):

o Symetrické unimoddlne rozdelenie vyberu obsahuje jednotlivé kvantilové obdizniky symetricky vo vnutri
seba a hodnoty Sikmosti S;=0. Ak st dizky koncov Ty priblizne rovné svojim teoretickym dizkam, je mozné
rozlisit’ rozdelenie normalne, Laplaceovo (dlhé konce) a rovnomerné (kratke konce).

e Nesymetrické rozdelenia maji pre rozdelenia zoSikmené k vySSim hodnotam vzdialenosti medzi dolnymi
hranami obdiZnikov F, E a D vyrazne kratsie ako medzi ich hornymi hranami. Hodnoty koeficientov $ik-
mosti su potom zaporné (normalne rozdelenie asymetrické vpravo), zatial' Co rozdelenia zoSikmené k niz§im
hodnotam (logaritmickonormalne a exponencialne rozdelenie) maji koeficienty Sikmosti kladné (obr.3a,b a
obr.5).

e Odlahlé pozorovania st indikované tym, Ze na kvantilovej funkcii sa mimo obdiznika F objavi nahly vzrast,
hodnota smernice vyrazne vzrastie. Viacmoddlne rozdelenia st indikované tym, ze kvantilova funkcia vo
vnutri obdiznika F ma v niekol’kych usekoch nulovii smernicu (Meloun a Militky, 1995).

Zostrojenim diagramu rozptylenia s kvantilmi ziskame jeden z prvych ukazovatel'ov charakteru rozdelenia dat

v stbore. Na prikladoch grafov z obrazku 2 je mozné podla tvaru krivky a obdiznikov jednoznaéne uréit, i sa

jedna o symetrické rozdelenie a v pripade nesymetrického aj smer vychylenia.
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Obr.2.  Diagramy rozptylenia s kvantilmi pre vybery zrozdelenia: a) normdlneho, b) lognormdlneho, c) exponencialneho
a d) dvojvrcholového normdlneho.

Overenie homogenity suboru

Pri posudzovani vysledkov pozorovani sa Casto stretdvame s vyskytom hodnét, napadne sa odliSujucich
od ostatnych. St to hodnoty extrémne a v Statistike sa Casto oznacuji ako odl'ahlé pozorovania. V loziskovej
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geologii tieto hodnoty sposobuju velké problémy pri vypocte zasob variabilnych lozisk, predovsetkym fareb-
nych a drahych kovov.
Spdsoby spracovania extrémnych hodnét je mozné rozdelit na :

*  empirické - kedy st extrémne hodnoty nahradzované napr. strednou hodnotou, priemerom susednych
hodnét, alebo najvysSou prijatelnou normalnou hodnotou, poradovymi — znamienkovymi hodnotami,
medianovymi hodnotami, resp. robustnou $tatistikou,

*  matematicko-Statistické - kde su extrémne hodnoty na zdklade rdznych kritérii a testov vyclefiované
zo suboru hodnot a d’alej sa s nimi nepracuje. Z nich najznamejsie si parametricky Grubbsov test a ne-
parametricky Dixonov test, pre testovanie malych suborov.

Konstrukcia usporiadania dat pre identifikaciu vhodného typu rozdelenia dat

Histogram

Pre vizualne postdenie mozného rozdelenia dat je v pripade dostato¢ne vel'kého suboru vhodné vytvorit
histogram. Je jednym z najstarSich klasickych odhadov hustoty pravdepodobnosti, sluziacich predovsetkym
na vizualizaciu dat. Pre zjednodusenie vypoctov sa subor rozdeli na intervaly, obyc¢ajne rovnako vel'ké, nazyvané
triedy. Triedne rozdelenie po&etnosti sa potom graficky zobrazuje ich histogramom — stipcovym grafom (obr.3),
alebo polynémom — &iarovym grafom. Pocet stipcov v grafe je rovny poétu tried &, $irka stipca predstavuje Sirku
triedy & a vyska predstavuje absolutnu alebo relativiu pocetnost’ triedy. Vypovedacia schopnost” histogramu je
silne zavisla na spravnej vol'be poctu tried, ktory by mal lezat v intervale 7 az 20 (Schejbal, 1980), resp. 8 az 15
(Bucko, 1981). Pre stanovenie Sirky a poctu tried sa pouzivaji napriklad nasledujuce vztahy (Bucko, 1981; Rie-
¢anova, 1987):

R
- na zaklade variacného rozpitia R=u,,p-ttyin, h 10,08.R [3], k=— [4],
h
- na zéklade rozsahu siboru
R
k =510g(n) 151, k =1+330.0g(n) (6, k=+n [7], potom h=— [8].
k
Histogram absolitnej pocetnosti tried Al,0; Hstogam absoll.'trejvpoéetmsti tried Ca0 zlcgida
z loziska Kosice-Bankov Higice-Barkow
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Obr. 3. Histogramy absoliitnej pocetnosti tried: a) lognormalneho, b) exponencialneho, c¢) normalneho rozdelenia a d) dvojvrcholového
normalneho rozdelenia.

Dal§im krokom triedenia je nahradenie dat v kazdej triede hodnotou triedneho znaku u; (stred tridy),

- (“d +”h)

uréeného podl'a vztahu u; = ——= (9],
2

118



Acta Montanistica Slovaca Roc¢nik 4 (1999), 2, 115-123

kde: u, je dolnd hranica a u, horna hranica triedy, priCom pocet hodndt v triede vyjadruje absoliitna pocetnost
triedy n; (pocet hodnot, ktoré sa nachadzaji v Useku vymedzenom dolnou a hornou hranicou triedy), priCom

>n;=n. Kumulativna absolitna pocetnost triedy Nj je potom
j

k
Nj:,;nj [10], N,=n.
Relativna pocetnost f; a kumulativna relativna pocetnost triedy F; sa urcia nasledovne
" N;
/== [11], =1L F =— [12], F,=n.
n J n

Vseobecne sa da povedat, ze pre vybery v ktorych sa predpoklada normalne rozdelenie, stac¢i pouzit’ histo-
gram s menSim poc¢tom tried a naopak, pre zlozité rozdelenia dat je potrebné zvacsit’ pocet triednych intervalov,
alebo pouzit’ niektoré Specidlne postupy hl'adania triednych intervalov. Odportca sa tiez vol'ba neparneho poctu

tried, aby sa dala rychlo z histogramu n; ur¢it poloha u , pripadne u a u (Florekova a Benkové, 1999).
Na obrazku 3 su priklady troch zakladnych typov unimodalnych, ¢ize jednovrcholovych rozdeleni (lognormal-
neho, exponencialneho a normalneho). Ak pri konstrukeii histogramu ziskame graf s dvomi vrcholmi, je rozde-
lenie bimodalne, dvojvrcholové, ktoré patri k Specialnym typom rozdeleni dat. Takyto graf, zostrojeny napriklad
z chemickych analyz zasekovych vzoriek z loziska (obr. 3 — d), méze poukazovat na dve generacie mineraliza-
cie, respektive na viazanie sa toho istého prvku v dvoch réznych mineraloch (Fe v ankerite a siderite).

Transformacia dat

V praxi sa Casto stava, Ze rozdelenie dat je znac¢ne odlisSné od normalneho rozdelenia, ¢im vznik4 problém
pri jeho vyhodnocovani. Tento problém je mozné v mnohych pripadoch odstranit’ vhodnou transformaciou, ktora
zaisti stabilizaciu rozptylu, symetrickost’ rozdelenia a niekedy aj normalitu. Vychadza z predstavy, Ze spracova-
né data su nelinearnou transforméaciou normalne rozdelenej nahodnej veli¢iny x. Ulohou transformacie je teda
najst’ inverznu funkciu g(u). Ak sa podari najst’ vhodnu transforméciu, ktora vedie k pribliznej normalite, je
mozné urlit U , s°(u ) a intervaly ich spolahlivosti. Typickym prikladom je lognormalne rozdelenie, ktorého
logaritmickou transformaciou ziskame normalne rozdelenie. Transformécia je velmi jednoducha, spociva
v zlogaritmovani kazdej hodnoty, ¢im ziskame novy stbor dat s normalnym rozdelenim. S takto upravenym
suborom je potom mozné pracovat’ ako s beznym stiborom s normalnym rozdelenim.

Urcenie minimalnej vel’kosti siiboru dat

Rozsah suboru do znacnej miery ovplyvituje presnost’ odhadu parametrov polohy a rozptylenia. Z toho vy-
plyva, ze ak chceme ziskat’ ¢o najpresnejSie a najreprezentativnejSie vysledky, musime realizovat’ dostatocné
mnoZzstvo pozorovani. Stanovenie rozsahu stiboru je mozné vykonat’ niekol’kymi spdsobmi. Jednym z nich méze
byt’ splnenie pozadovanych kritérii spol'ahlivosti niektorych vybranych charakteristik suboru. Minimalny rozsah
vyberu je potom mozné urcit’ tak, aby napriklad relativna chyba smerodajnej odchylky o (s) mala predpisana
hodnotu. Potom je minimalny rozsah vyberu

- 1p) (u)—1 +
45(s)*

kde g, je $picatost’ rozdelenia dat. Relativna chyba smerodajnej odchylky sa oby¢ajne voli 8(s)=0,1 (t.j. 10%).
Podl’a tohoto vztahu platia pre rozne typy rozdeleni dat nasledovné minimélne rozsahy suborov (tab. ¢.1).

1 [13],

min

Tab.1. Tabulka vybranych rozdeleni s charakteristickou Spicatostou a odporucanym minimalnym rozsahom.

Rozdelenie Spicatost’ Minimalny rozsah n,;,
rovnomerné 1,8 21
normalne 3,0 51
exponencialne 6,0 126
lognormalne 15,0 351

Druhy, ovela jednoduchsi sposob je odvodeny z intervalu spol’ahlivosti pre matematickt nade;j

s
utd=u=x196 [14], resp. u * 2,SST [15], takze pre

n

|-
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96 , 58
0=0,05 je n, = B—sg,resp. 0=0,01 je n, = Bz—sg
0o O 0o 0O

2.2 Podrobna Statisticka analyza jednorozmernych dat

Po prieskumovej analyze nameranych dat nasleduje d’alSia etapa spracovania, ktorej tlohou je urcit Statis-
tické charakteristiky suboru pozorovani. Matematicka Statistika rozliSuje pri aplikécii svojich metod :
- maly subor hodnét, zahtnajuci menej ako 30 merani,
- velky subor hodnét zahiajtci viac ako 30 merani.
Vzhl'adom na fakt, Ze v geologickej praxi je najCastejSie potrebné spracovat velké pocty dat, budeme sa
d’alej venovat’ hlavne principom spracovania velkého stboru dat.

Statistické odhady parametrov velkého stiboru hodnét

Vlastnosti odhadovanych parametrov
Bodovy odhad Q parametru @ stiboru je &islo, ktoré sa povaZzuje za aproximaciu neznamej hodnoty para-
metru. Je zatazené istou chybou a da sa ocakavat’, ze jeho presnost’ bude stipat’ s vel'kostou suboru dat. Jeho
hodnota sa pohybuje v takzvanom konfiden¢nom intervale (intervale spol'ahlivosti) <a,b>.
Odhad @ mbzeme povazovat za dobry odhad parametru 6, ak spiita nasledujiice podmienky:
- nestrannost odhadu a asymptoticita nestrannosti,
- vpdatnost odhadu (s velkost'ou suboru rastie pravdepodobnost’ odhadu Q),
- robustnost’ odhadu (odhad je stabilny i pri nie uplne statickych podmienkach, je odolny voci extré-
mom a chybam pri ziskavani udajov).

Odhad parametrov polohy

Statisticky subor je koneéna mnozina pozorovanych hodnét nahodnej premennej ( u; , us, . . . ., Uy, Uy).
Hodnoty suboru sa pri spracovani usporiadaju do rasticej postupnosti - variacného radu. Variacné rozpdtie R je
diZka intervalu < ug , Ug >, inak povedané, je to rozdiel najvicsej a najmensej nameranej hodnoty. Pri spraco-
vani velkého suboru sa namerané hodnoty rozdelia do jednotlivych tried podla vypocitanych hranic (vypocet sa
realizuje podla vztahov 3 - 8). Urc¢ia sa hodnoty triednych znakov, relativna a absolutna pocetnost
a jednotlivé kumulativne pocetnosti (podl'a vztahov 9 - 12) a nakoniec sa zostroji histogram pocetnosti. Tento
postup je identicky s postupom spracovania dat v prieskumovej analyze.

Potom nasleduje urCenie zékladnych parametrov polohy. Aritmeticky priemer, ktory je zaroven maximal-
nym vierohodnym odhadom strednej hodnoty normalneho rozdelenia, taziskom Statistického stboru, sa urci
podla vzt'ahu

Lj:L [16],

k
21,
j=1

- medidn U je definovany ako stredny prvok variaéného radu, v pripade parneho poctu hodnét je to priemer
dvoch strednych prvkov variacného radu.
- modus je najcastejSie sa opakujuci prvok variaéného radu.

Pre maly siubor ddt s normalnym rozdelenim platia rovnaké vzt'ahy, v ktorych n;=I, u; sa zamieila za po-
vodné data u;. Aritmeticky priemer rozsiahleho vyberu je sucasne tzv. vdzeny aritmeticky priemer, v ktorom su
vahy v; rovné pocetnostiam n;. Vahou moZze byt napriklad aj dizka zasekovej vzorky, dizka vrtného jadra, alebo
iné vhodne definované ¢islo, ktoré charakterizuje kazdu vzorku. Je nevyhnutné, aby stcet vSetkych vahovych
konstant bol rovny 1 (Florekova, 1986).

Vztah medzi jednotlivymi charakteristikami polohy vyjadruje obrazok ¢. 4. Akékol'vek vychylenie rozde-
lenia od normality (normalneho rozdelenia dat) sposobuje zniZenie reprezentativnosti strednej hodnoty - aritme-
tického priemeru, prejavujuce sa podhodnotenim, alebo v horSom pripade nadhodnotenim nameranych dat. Ak-
ceptovanie nereprezentativnych vysledkov spracovania dat moze znamenat’ znacné skreslenie o¢akavanych zave-
rov (napriklad vypocitané zasoby v lozisku mézu byt niekedy aj o 100% vécsie ako redlne).
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Obr.4. Vztah medzi aritmetickym priemerom U , medidnom 50 5 a modusom u M VPpripade symetrického a nesymetrického rozdelenia

(Curwin a Slater, 1996).

Spravny odhad strednej hodnoty musi teda spifiat’ definované podmienky pre dobry odhad, inak ho nemé-
zeme povazovat za zastupcu nameranych dat. Dolezitym znakom pre posudenie spravnosti, resp. vyznamnosti
odhadu strednej hodnoty suboru dat # , vyplyvajicim z charakteru normalneho rozdelenia dat, je rovnost’ me-
dianu, modusu a strednej hodnoty. Inak povedané, ak ur¢ime aritmeticky priemer, median a modus v testovanom
subore dat a ziskame priblizne rovnaki hodnotu (Mn v tab. ¢.2), mézeme prehlasit’, ze z hl'adiska polohy t'aziska
dat, je statisticky subor symetricky, data maji normalne, alebo iné symetrické rozdelenie a vypocitany priemer
spifta podmienky dobrého odhadu (priklad odhadu niektorych parametrov suboru dat z loZiska Rozhava-
Strieborna zila je v tabulke ¢.2). V pripade, ze sa vypocitané hodnoty od seba vyrazne liSia (priemer, median
a modus su zoradené za sebou, podobne ako na obr. 4 a tab. ¢.2) rozdelenie nie je normalne a priemer nemozeme
povazovat’ za dobry odhad strednej hodnoty. Potom je potrebné vhodnou transformaciou dat, alebo inou upravou
suboru (napr. odrezanim dolnej alebo hornej ¢asti suboru), zaistit’ normalitu rozdelenia, resp. hl'adat’ iné vhodné
rozdelenie, vizualne zodpovedajlice histogramu n; / N;.

Tab. 2. Priklad urcenia zakladnych charakteristik suboru dat (Blistan, 1995).

Mocnost' [m] Ag [g/t] Mn [%] Fe [%]
Vazeny aritmeticky priemer - 193,47 1,55 -
Jednoduchy aritmeticky priemer 2,01 172,9 1,50 31,89
Median 1,6 102 1,56 37
Modus 0,4 0,1 1,82 40,1
Standardné odchylka 1,72 216,44 0,38 10,16
Rozptyl 2,95 46848 0,15 103,40
Spicatost’ 3,29 6,302 3,59 -0,12
Sikmost’ 1,72 2,32 -1,61 -1,03
Rozpitie 9,2 1386,8 2,17 44,8
Pocet vzoriek 314 314 314 586

Odhad parametrov rozptylenia

Okrem odhadu strednej hodnoty je potrebné poznat aj rozptyl hodnét, ktory vyjadruje do akej miery su data
rozptylené okolo strednej hodnoty. Tato informacia je potrebné pre postdenie variability dat a vypocet interva-
lov spol'ahlivosti. Vyuziva sa aj pri vycleiovani anomalnych alebo odl'ahlych pozorovani. NajvhodnejSou mie-
rou rozptylenia hodndt je rozptyl, ktory je v pripade normalneho rozdelenia

1 k
2 _ 1 )
§° = n jél(uj u) n; -pre n>30 [17].
Je to, ako vyplyva zo vztahu, priemernd kvadratickd odchylka merania od strednej hodnoty (v idedlnom
pripade =0). Cim je hodnota S vi&sia, tym je Statisticky subor variabilnejsi, data su nehomogénne, alebo zahfiia-
ja prilis vel'a extrémnych vychylenych hodnot.

Standardna odchylka S =+Vs? [18]
je odmocnina z odhadu rozptylu a ked’Ze je v ,rozmere dat, sluzi za zéklad intervalu spol'ahlivosti M(u) D(u)
prislusného zékladného suboru. Pre porovnanie variability roznorodych veli¢in sa pouziva relativna charakteris-

tika rozptylenia hodnot, nazvana koeficient variacie

V'=—%*100 [%] - vpripade normélneho rozdelenia [19],
u
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Odhad parametrov tvaru
Parametre tvaru charakterizujui tvar hustoty pravdepodobnosti rozdelenia dat. Kazdy typ rozdelenia ma
svoje charakteristické parametre tvaru a preto je ich odhad délezitym znakom pri ur¢ovani typu rozdelenia zis-
kanych dat. Na obrazku ¢.5 st priklady vztahu zédkladnych parametrov tvaru, koeficientov Sikmosti a Spicatosti.
Koeficient sikmosti (asymetrie) — vyjadruje vychylenie rozdelenia dat od symetrického rozdelenia

(obr.5). Hodnota koeficienta sa urci podla vztahu
3

n
1 Zl(ui —u) n;
&= =3,
! n S%
Rozdelenia vychylené vlavo maji kladny koeficient Sikmosti a rozdelenia vychylené vpravo maju zéporny

koeficient Sikmosti. Na zaklade velkosti a znamienka koeficienta Sikmosti mdzeme jednoznacne povedat’,
na ktoru stranu je experimentalne rozdelenie vychylené a tak predpokladat’ jeho typ.

[20].

foo| G20 9,20 g,<0 T g, >3

X X
a.) b.)
Obr.5. Rozdelenie hodnét s roznymi koeficientmi Sikmosti g, a Spicatosti g, (Meloun a Militky, 1995).

Koeficient Spicatosti (ostrosti, excesu) — vyjadruje ostrost’ krivky hustoty pravdepodobnosti (normalne roz-
delenie ma Spicatost’ g,=3). Spicaté rozdelenia majt koeficient va¢si ako 3 a ploché rozdelenia mensi ako 3

(obr.5). Hodnota koeficienta Spicatosti sa ur¢i podl'a vztahu
" 4
1 Zl(ul. —u) n;
—l'—z -3 [21].
n S
Vyber niektorych typov rozdeleni a ich koeficientov Sikmosti je v tabul’ke ¢.1.

g, =
SpoPahlivost’ odhadu parametrov polohy
Bodové odhady strednych hodnét a rozptylu st vo svojej podstate nahodné veli¢iny a ako také koliSu okolo

zodpovedajucich skutoénych hodnét. Odhad parametrov je teda zat'azeny urcitou chybou, ktorej velkost’ je pot-
rebné pre posudenie spolahlivosti odhadov poznat. V sticasnej dobe je uz dokonca v niektorych pripadoch by sa

()
—1.6I4 -186 1.9([5
1 ]
-233 -258 1258 7
[ i
-309. -329 i/ i329 i3
i1 10 X 0 R 01X
®=0001 i &= 0001 o E o’?ﬁ_ e =Q(')T)T Obr.6. Intervaly spolahlivosti aritmetic-
{ H e ’ i \ kého priemeru normalneho rozdelenia pre
- 1 1
001 i 001 s 001 ‘: 0.01 rozne hladiny vyznamnosti O :  a) lavo-
! stranny, c¢) pravostranny, b) obojstranny
S ] i S 2
005 005S 005 0.05 interval (Meloun a Militky, 1995).

a.,) b.) c)

odhadovana veli¢ina mala pohybovat’ s pozadovanou pravdepodobnostou vyskytu. Ich uréenie ma velky vyz-
nam pri hodnoteni spolahlivosti vypoctu zasob, technicko-ekonomickych hodnoteniach alebo projekénych ulo-
hach. Je mozné konstatovat, ze intervalové odhady prave v oblasti geologickych vied st vel'mi uzitocné, vzhla-
dom k zna¢nému stupiiu neurcitosti poznania prirodnych javov a procesov.
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S ohl'adom na praktické potreby je asi najzaujimavejsi intervalovy odhad strednych hodnét. Tento odhad je
zavisly na frekvencii vyskytu hodnét v sibore a stanovenej hladine vyznamnosti a (obr.6). Mdze byt jedno-
stranny alebo ohrani¢eny z l'avej €i pravej strany. Obojstranny intervalovy odhad matematickej nadeje siboru
dat s normalnym rozdelenim na hladine vyznamnosti a = 0,05 je

S
a0 +£1,96.— [22].
<” &>

Konstrukcia intervalového odhadu disperzie je analogicka ako v predchddzajucom pripade a ur¢i vztahom

2 2
6> D<(n—l).S—2;(n—l).S—2> [23].

Xr Xp
Pri urCeni hranic intervalu sa vychadza z frekvencnej funkcie f. (X 2), pricom )(i, je jej dolny kvantil
)(2 a )(2 horny kvantil )(2
=95 S AP %’
Overenie normality rozdelenia dat

Normalita rozdelenia dat patri k zdkladnym predpokladom, pretoze je na nej zalozena cela deskriptivna
Statistika. Testy normality, sluziace na urCenie charakteru rozdelenia dat v subore, pouzivaju spominané rychle
grafické metody, alebo presnejsSie numerické metddy. Jednou z numerickych metdd su tzv. momentové testy,
zalozené na Spicatosti a Sikmosti. Medzi d’alSie numerické metddy patri porovnanie frekvenénych a distribuc-
nych funkcii. Toto s najcastejSie pouzivané metddy predovsetkym pri testovani velkého poctu dat. Medzi naj-
znamejsie a najpouzivanejsie numerické metody patria nasledovné testy :

Pearsonov test X° - pouziva sa na uréenie zhody empirickej a teoretickej frekvencie vyskytu hodnét. Vypogi-
tana hodnota testovania )(2 sa porovna s kritickou tabul'’kovou hodnotou a v pripade, Ze je menSia, alebo rovna
je mozné prijat’ hypotézu o zhode empirickej a teoretickej frekvencie, Hy: n-f(u;)=0.

e Kolmogorov - Smirnovov test D, - je zaloZeny na porovnani distribu¢nej funkcie teoretického a empirického
rozdelenia. Vypocitani hodnotu D; porovname s kritickou tabul’kovou hodnotou a v pripade, Ze je menSia
alebo rovna je mozné hypotézu o zhode distribucii prijat’, Hy: Ni-F(u;)Z0.

Numerické testy su podla niektorych autorov menej citlivé na odchylky od normality nez diagnostické
grafy. Odchylka spdsobend napriklad vybocujucimi hodnotami je potom [lahSie identifikovatend v diag-
nostickych grafoch (Blistan, 1998).

2.3 Diskusia

Tento ¢lanok by svojim obsahom mal prispiet’ k uvedomovaniu si podmienok spravneho pouZzivania mate-
matickych metod a postupov pri rieseni geologickych problémov. Ten kto spravne pochopi moznosti a principy
Statistiky, ziska na svoju stranu silnu zbran, pontikajucu obrovské moznosti jej pouzitia. Vzhl'adom na naro¢nost’
a rozsiahlost’ celej problematiky spracovania dat je nemozné na niekol'kych stranach popisat’ vSetky principy
a postupy. Preto je toto len vel'mi stru¢ny a v mnohych smeroch az schematicky popis danej problematiky. Dal-
$im zamerom je preto pripravit’ pokracovanie ¢lanku, ktoré bude obsahovat’ d’alSie metédy a principy Statistiky.
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