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Vyber vhodnych regresnych modelov z mnoZiny existujucich:
kvalitativne, kvantitativne, grafické a logické kritéria

Lubica Florekova l':]a Marta Benkovd

A selection of proper regression models from their existing set: qualitative, quantitative, graphical and logical criteria
The contribution presents an approach to the solution of the problem of processing experimental data of various origin using
methods of regression and correlation analysis for two- and threedimensional relations between variables. It concentrates on calculation
procedures, based on the lastsquare method and other possibilities of obtaining continual information about the quality of processed data
as well as of resultant regression models.

Key words: regression model, dependent/independent variable, korrelation.

Uvod

V technickej, ekonomickej, sociologickej praxi je vel'mi Casta situacia, Ze sa na danom objekte, systéme,
sleduje dvojica alebo k-tica premennych, o ktorych na zaklade apriornych informacii vieme, resp. predpokladame
ich vzajomny vzt'ah, suvislost, ovplyviiovanie sa. M6Zeme potom s vyuzitim vhodného matematicko -
Statistického aparatu vyjadrit’ zavislost’ medzi premennymi pomocou regresného modelu a silu, tesnost’ vazby
medzi premennymi pomocou hodnotenia korelacie. Dana tloha ma teda dve casti:

1. Vytvorenie skupiny (moznych) vhodnych regresnych modelov - RM.

2. Hodnotenie regresnych modelov pomocou korelacnych charakteristik a vyber najvhodne;jsieho
regresného modelu.

Tvorba regresnych modelov

Regresny model vyjadruje vztah pre zavislu - vysvetlovani premennu Y pomocou k-tice nezavislych -
vysvetl'ujucich premennych x i j=1,...,k, na zdklade znalosti (disponibilnosti) empirickych stiborov dat

{ l.,xi/.},i=1,...,n.

V pripade j =1, hovorime o jednoduchom, dvojrozmernom RM, v pripade j=2,...,k jedna sa o
model viac/mnohorozmerny.

Za optimalnu transformaciu teoretického/hl'adané¢ho vyjadrenia zavislosti medzi premennymi povazujeme
jeho tvar

V()= 1() e 1, (0) = £(x).
ktory vyhovuje najrozsirenejsej Gaussovej metode najmensich $tvorcov - MNS, definujiicej kriterialnu funkciu
Z ako sumu $tvorcov rozdielov medzi teoretickymi a empirickymi hodnotami zavisle premennej, teda

Z=E (Y—f(x))z,resp. z (v, - 7(x,)) - min,

i=1

Z=F (Y -f (x ! )) resp. Z l_j))z — min, alebo v tvare
)

2
Z=F (e) , resp. Z ( — min, vyjadrujicom miniméalny zvySok - reziduum - chybu

regresného modelu.

Vzhladom na skutocnost, Ze regresné modely st stochastického typu, nehovorime pri ich vyjadrovani
o funkciach, ale o zavislostiach (moznych), pretoze kazda n-tica dat modze byt nahradena spravidla nie iba
jednou, ale viacerymi zévislostami. Aj v pripade viacnasobnych regresnych modelov je vhodné sledovat’
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zévislosti medzi dvojicami premennych a az potom ich spolo¢ny vplyv na zavisle premennia.Umozni to pohlad ,,z
druhej strany* na individudlne vplyvy a na interakcie medzi jednotlivymi nezavisle premennymi.

Dvojrozmerné regresné modely

Skusenost’ ukazuje, Ze pri tvorbe jednoduchych regresnych modelov je najlepsie vychadzat z grafického
vyjadrenia - z bodového diagramu, vyneseného v prislusnej mierke. To umoziuje na zaklade katalogu kriviek

vybrat’ skupinu moznych typov RM pre spracovivané data, f (xl. ),i =1,...,m.

Tvar vstapov

¥, logx

logx, log v

Pri vypocte parametrov tychto navrhovanych regresnych modelov pre zvolené f (xl.) si treba uvedomit’

obmedzenia MNS. Dovol'uje totiz spracovavat iba také zivislosti, ktoré si v parametroch linedrne, resp.
linearizovateI'né (transformaciou napr. logaritmovanim, pri rdznych exponencidlnych zavislostiach, resp
substituciou pri hyperbolickych zavislostiach). Vhodné typy tprav st prehl'adne spracované v tab.1.

Tabulka 1.Typické dvojrozmerné RM (L - linedrne v parametroch, LZ - linearizovatelné v parametroch, t - vhodna transformacia).

Néazov RM Zakladny tvar Typ |Transformacia Zakladny tvar
Y = kriteridlnej funkcie Z
“ 2
Linearny a, +a,x L - z (ao tax, _yi)
i=T
n » 2
P l i k, max:5 p L - (a +axl- +...+a xl- - Z.)
olynomicky p agtax,+...+a,x ; 0T P Y
“ 2
Line3 -1 =x! a, tat —y.
inedrny a, +a,x L |t=x",pre x£0 Z( 0 14 yz)
lomeny i=T
Polynomicky Lomeny . _ n » 2
Prnax=5 a,ta,x +,,+apx 7L t=x! ,pre x20 z (a0+ at, +...+aptl. —yl.)
i=1
1 d s 2
Hyperbolicky —7 5\ |LZ [|t=y" prey#0 Z (Cl0+ ax; + (azxi ) - li)
a0+a1x+(a2x ) =
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Néazov RM Zakladny tvar Typ |Transformacia Zakladny tvar
Y = kriterialnej funkcie Z
a, t=agy ' ,pre y£0 " 2
Hyperbolicky — LZ |odhad a,z bod. 2 (a ptayx; — tl-)
a, ta,x . =
1 2 diagramu i=l
x n
Hyperbolicky tax LZ |t=x.y",pre yZ0 (ao tax - fl-)
0o 4 i=T
1 1 n . 2
Hyp. = exp. a, +ae’” LZ |t=y" ,pre y#0 2 (ao tae ™ — ti)
n m 2
Mocninny a, +ax" L |m-dané (ao tax; -y, )
i=T
; c 1/2 2
Mocninny " L |- (aoxi — yl_)
i=T
Exponencialny a LZ |[t=logy, r=log x, pre loga,+ar, —t
GoX 20, x20 ¢ =1
Y#U, X =
. - 2
Exponencialny a,a;" LZ |t=logy,pre yZ0 (log a, + log ax, — ti)
i=T
Exponencialny apx+{ayx? LZ |t=lny,pre y20 InaytaxHax; ),
a.e y.prey
0 i=1

Pri stcasnej softvérovej podpore je vhodné okrem klasického vypoctu parametrov RM pomocou stistavy
normalnych rovnic pouzit pre maticové operacie prostriedky,ktoré davaju vsetky typy tabulkovych procesorov,
tj. vytvorit' rozSirenu datova maticu (v takom tvare,ktory zodpovedd vybranému RM) a najlepsi odhad

-1
parametrov RM ziskat’ ako vektor v, :(X D¢ ) .

Poznamka: Pri vypocte parametrov linearneho regresného modelu - LRM ako jediného sa vyuziva predpoklad
tzv. dvojrozmerného normalneho rozdelenia a model sa pocita ,,obojstranne™, so vzajomnou zamenou
premennych, t.j. uruju sa parametre zdruzenych regresnych priamok, ktoré v grafe vytvaraju tzv. korelacné

noznice.

Pri vypocte parametrov polynomickych RM sa neodporaca stupen polynéomu vyssi ako py.=5 preto,

ze potom vypocitany polyném umele kopiruje vSetky empirické data.

Mnohorozmerné regresné modely

Zakladné skupiny mnohonasobnych RM su:

k
*  MLRM - mnohonésobny linearny regresny model, v zdkladnom tvare ¥ = q, + z ax;,
=
*  MLRMI - mnohonasobny linearny regresny model s interakciami,
k
v zakladnom tvare ¥ = a, + Z ax; + Za,xrxs, prer £s
j=1 r=j+1
e MNLRMI - mnohonasobny nelinedrny regresny model,
k 2k
. — 2
v zékladnom tvare Y =a, + Z ax;,+ %auxx + Z ax;, prer#s.
Jj=1 r=j+1 J=k+l
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RM st vysledkom planovanych experimentov, ktorymi sa zabezpecuje ortogonalita matice X. Pre vypocet

MLRM v linearnom tvare Y=a,+ax ta,x, +-- +a,x,,
alebo v linearizovate'nom tvare Y =agx" x/2-x*,
resp. ¥ =a e e e

sa pouzivaju niektoré upravy Géelovej funkcie pre MNS, a to:

n n
O Klasicky tvar  Z = Z (Yl -y )2 = Z (ao tax, tayx, ttax, —y, )2,
= =

veduci ku (k+1) rozmernej sistave normalnych rovnic,

n EXH Exik ag Eyl
2
> Xii 2 X s Y XiiXik aj > XitYi
. . ,
2 Xk 2XuXik - > Xk a > XiYi

Jej rieSenim sa vypocita vektor a = [ao ,aq,...,0 k] najlepSieho odhadu parametrov MLRM.

O Klasicky tvar, rieSeny pomocou informacnej matice

1 X11 X12 e X1k
1 X21 X22 e Xok

X= . . . . , rozmerun x (k + 1)
1 Xnl Xn2 e Xnk

a vektora y' =|y; y2.  Val savektor a = [ao,al ,...,ak] vypocita z maticovej rovnice
— T -1 T
a= (X' .X).Xy),

kde X'X =M - informaéna matica rozmeru (k+1) x (k+1),
(X".X)"'=Q - varian¢no - kovarian&na matica.

n —
, @l.—y Yi7Y S o .
a Centrovany tvar Z = Z ! - , rieseny pomocou VaI'lal’lCl’lO—kOV&I'lal’lCl’lej matice
= n
i=1

n
2
S'x1 C?VXIXZ e COVxixk
COVxix2 S x1 e COVxoxk
C=
. . . )
COVxixk COVxoxk e S xk

a kovarianéného vektora ¢’ = | COVyjy COVyay .. COVyy | ,Z ktorych sa vypocita vektor a = Cle,
najlepsich odhadov parametrov a = [al,. —ay
k
Absolutny ¢len a, =y — Z ax;,
7=l
kde y - aritmeticky priemer hodnét y; , i=1,..,n ,

J_Cj - aritmeticky priemer hodnoét x;; , j=1,..,k .
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Q Normovany tvar Z = z %l’ Y _ Y y% , rieSeny pomocou korela¢nej matice

i=1 Sy Sy
1 Ixix2 e Txixk
Ixix2 1 e Txoxk
R=
Ixixk Txoxk e 1

a korelaéného vektora r' = | tx1y Txoy... Txky |, Z ktorych sa vypocita vektor b = R'r
. . . Sy
b= [bl,...,bk] Tieto hodnoty b, j = 1, .., k, sa transformujii na vektora prepoctoma =b;.——,
ij
kde s,; - smerodajnd odchylka hodndt prisluSnej nezévisle premennej, priCom vypocet @, je rovnaky ako

u centrovaného tvaru.

Na tomto mieste povaZujeme za potrebné, uviest’ aspon kratke porovnanie vyhod a nevyhod metdd vypoctu
MLRM.

Klasickda MNS je zdlhava pri priprave jednotlivych sum. Existuje tu moZnost ovplyvnenia presnosti
vypoctu parametrov v zavislosti na réznych rozmeroch zavisle a nezavisle premennych, pricom vypovedacia
hodnota ststavy normalnych rovnic nie je vysoka. Vysledna maticova rovnica v konecnom doésledku je rovnaka
ako pri modifikovanej MNS riesenia pomocou informaénej matice.

O datovej matici sa spravidla predpoklada, ze je regularna a Ze nie je Gplne ortogonalna, t.j. Ze nezavisle
premenné nie su uplne nezavislé. A ak aj su, uvazujeme s nahodnymi chybami, ktoré ortogonalitu naruSuju.

Pri pouziti vSetkych metdd, t.j. rieSenia pomocou informaénej matice, variancno-kovarian¢nej matice a
korela¢nej matice predpokladame, ze dadtam vyhovuje rovnica Y = X.a + e, (kde e - vektor hodn6t ndhodne;j
(nepozorovanej) zlozky s N(0,5%) ) a teda rieSenie plati pre predpoklad rovnakych rozptylov a nulovych
kovariancii (klasicky MLRM) alebo roznych rozptylov a nenulovych kovariancii (vSeobecny MLRM).
Kovarianéna matica C = &1 je krajnym pripadom kovarian¢nej matice C = W, kde v pripade heteroskedasticity
je matica vah W diagonalna a v pripade modelov so zavislymi poruchami je uplna - autoregresné modely
casovych radov.

Potom Q = M = (X"X) ' by mala spiiiat’ niektoré z kritérii optimalnosti, ako ich definoval Fisher,
Fedorov, Kiefer (Draper et al., 1981).

Pri D - optimalite jedna sa o minimalizaciu det Q ,,elipsoidu® odhadu parametrov ( riziko nepomeru dizky
jednotlivych osi ).

Pri E - optimalite je kritériom minimalna hodnota maximalneho charakteristického ¢isla A matice Q.

Pri A - optimalite sa jedna o minimalizaciu stopy matice Q, teda o minimalizaciu stredného rozptylu
najlepsieho linearneho odhadu parametrov.

Pri G - optimalite sa minimalizuje maximalny rozptyl v oblasti spracovavanych dat.

Ideélne je, ak méa model vlastnost’ I - optimality, t.j. ked’ matica Q je jednotkova, resp. aspon ak Q = KI,
teda ak nezéavisle premenné su naozaj nezavislé a maju rovnaky rozptyl.

Pri skimani matice X"X je potrebné venovat’ pozornost’ aj multikolinearite, t.j. silnej vzajomnej zavislosti
nezavislych premennych (determinat matice X'X je blizky nule a matica je skoro singularna). To méa za nasledok
zIu podmienenost’ matice, Co sa prejavi tym, Ze ,,mald zmena vo vstupoch spdsobi neumerne vel’ki zmenu vo
vystupoch®. Multikolinearita sa v kovariancnej matici C prejavuje znacne vysokymi a rdéznymi hodnotami
rozptylov na jej diagondle, v korela¢nej matici R vysokymi hodnotami koeficientov korelacie mimo hlavnej
diagonaly, vyznamnou odliSnostou matice R od jednotkovej matice I, teda informaciou o skutocnosti, ze
sledovany model nie je MLRM.Tu je potom potrebné ,,zastavit* vypocet MLRM a riesit’ problém vzt'ahu medzi
premennymi pomocou metéd planovania experimentov, ktoré zabezpeCuju ortogonalitu matice planu Q pre
modely MLRMI a MNLRMI.

Désledkom multikolinearity je velkd Sirka intervalov spolahlivosti, a teda mald presnost odhadov
parametrov a, ale aj skutocnost’, ze nie sme schopni naozaj vyjadrit’ samostatny vplyv jednotlivych nezévisle
premennych na zavisle premennt, pretoZe tu posobia aj ich interakcie.

Sledovanie multikolinearity sa da testovat’, napr. Farrar-Glauberovym testom. Je mozné pouzit’ tieZ niektora
z metdd vyberu najlepSej podmnoziny nezdvisle premennych, alebo najlepSicho regresného modelu (stepwise
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regresion, backward elimination procedure, finite intersection test, method based on all possible regressions ),
ktoré byvaju sicast'ou vel'kych Statistickych programovych balikov.

Pri hodnoteni varianéno-kovariancnej matice C je dolezité si uvedomit’, Ze pri centrovani sa znizZuje riziko
vplyvu multikolinearity. Test diagonality slizi na overenie heteroskedasticity a test sféricnosti rozdelenia na
overenie hypotézy, &i C = &I, teda, &i vietky nezavisle premenné st ziskané s rovnakou presnostou, pretoZe pre
presnost’ odhadu vektora parametrov a je dolezité, aby vsetky rozptyly boli aspon radove priblizne rovnaké, co
sved¢i o homoskedasticite.

KedzZe kovariancia je mierou intenzity zavislosti medzi veliCinami v pripade ich linearneho vztahu, ¢im
silnejsi je tento vztah, tym st hodnoty kovariancii vyssie.

Pri takych datach, ktoré sa vztahuji na ¢as, sa v matici C prejavuje Casto vplyv autokorelacie, teda
zévislosti dat na sebe. Vtedy vznika problém dat, ktoré za sebou nasledujt, pretoze predchadzajiuce data mézu
ovplyviovat’ nasledujiice data. Autokorelacia teda znamena, ze efekt ndhodnych chyb nie je okamzity, ale sa
prejavi az v buducnosti. Riesenie tejto problematiky sa spaja s Durbinon a Watsonom, so Statistikou D pre odhad
autokorelacného koeficienta a s roznymi vypoctovymi autoregresnymi schémami.

Pri sledovani vlastnosti korela¢nej matice R sa Casto pouziva koeficient korelacie v medziach intervalu< -
1,1 > aj ako vSeobecna miera zavislosti, jej intenzity.

Vyznamnost’ jednoduchych koeficientov korelacie mozno uréit’ t-testom. V korelaénej matici R oCakavame,
ze R = 1. Ak takato situdcia nenastane, je zrejmé, Ze treba namiesto MLRM hl'adat’ iny, vhodnejsi typ. Hodnoty
koeficientov korelacie 1,4 nest informaciu o individualnej sile zavislosti medzi y a jednotlivymi x;, resp. aj o
type tejto parovej zavislosti.

Urcovanie kvality - vhodnosti regresného modelu - korelacné charakteristiky

Miera stochastickej zavislosti vychadza najskor z porovnavania hodnét sim Stvorcov odchyliek, a to:

Q Z(yi _f)z =S, O celkovy rozptyl Syz =

i

n—-1

S
m) z (Y, - yl.)z =S, U reziduélny, zvyskovy rozptyl S}z,x = ,

kde p je pocet koeficientov RM,

\2 _ S
a Z (Yl - y) =8, U teoreticky, vyrovnany rozptyl S}% =3 I
7 n-
Pri pribliznej platnosti S, = §, +§; , sa potom pre:
cov,,
QO LRM vypocita Pearsonov koeficient korelacie: r = T =Ty = , resp. pri malom pocte hodnot
S_..8
xy

Romanovského poradovy koeficient korelacie R =1 —6% , ktoré st platné
(1)

v intervale <—1,1> a ktorych vyznamnost sa testuje,

2 2

Six s
O NLRM vypodita index koreldcie I = _|1 =2 resp. I = —}2] Jktory plati v intervale <0,1> a

2
y Sy

ktorého vyznamnost sa tiez testuje.

_TYX Xy
1 2
3
Koeficient, resp. index korelacie urcuju stupen rozptylenia teoretickych modelovych hodnét Y okolo
regresnej Ciary, resp. regresnej hyperroviny .

0O MLRM vypocita mnohonasobny koef.korelacie 7, =

X e X
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Okrem  tychto zékladnych  korelacnych  charakteristik sa  odporuca  pocitat  koeficient
2
rez
2
Scelk

. . 2 . .. . . P . P
determincie R° = , so snahou o jeho minimalizaciu, resp. Fisherovu hodnotu adekvatnosti regresného

2
S o . . . . ..
modelu F' = %lk , so snahou o jeho maximalizdciu pri ich testovani, :sfelk -s2_#0.

rez
rez

Testovanie vyznamnosti parametrov RM Studentovym testom, pripadne vypocet spol'ahlivostného, resp.
toleranéného pasu okolo regresnych Ciar sa uvadza spravidla len ako priklad.

Pri MLRM sa upozoriiuje na moznost autokoreldcie hodnoét, t.j. moznost’ vzniku Casového radu a jeho
kontrolu Durbin-Watsonovym testom.

S ohl'adom na mnohokrat sa vyskytujuce problémy so ziskavanim najmi dat navzijom suvisiacich v
stabilnych podmienkach, je pri mnohonasobnej regresnej analyze vhodné upozornovat' na tzv. MALTHUS
nebezpecenstvo (Newbold, 1990) (Multicolinearity, Autocorrelation, Lack of Data, Time and Cost Constraint,
Heteroskedasticity, Underidentification, Specification), teda na uvedené riziko pritomnosti multikolinearity,
autokorelacie, nedostatku dat pre ,,dobry*“ model, casové a nakladové obmedzenia, ovplyviiujuce ziskanie
reprezentativnych empirickych dat, heteroskedasticitu, nevhodnu identifikdciu délezitych premennych a zla
Specifikaciu najmé zlozitejSich modelov, ¢o prave uvedené postupy vypoctov umoznuju.

Okrem ciselnych korelaénych charakteristik sa pri vybere najvhodnejS§icho RM vykresl'uju okrem
grafického priebehu RM v bodovom diagrame aj grafy rezidui, a to spravidla vo¢i x; a Y;, ako aj korelogram y; /
Y. Pri MLRM sa odporuca vykreslit’ asponl jednoduché parové zavislosti y na jednotlivych nezavisle premenych
Xj.

Nahodnost’ rezidui mozno sledovat’ napr.:

- rozlozenim e; alebo e;/x; na Ciselnej osi,

- bodovym diagramom z&vislosti rezidui e; na teoretickych hodnotach Y;,

- bodovymi diagramami z4vislosti rezidui e; na empirickych hodnotach x;,

- bodovym diagramom Casovej postupnosti rezidui ( pri ¢asovych radoch ).

(Vzhl'adom na korelovanost’ empirickych hodnét y; a rezidui e; sa ich grafy nerobia.)

e e e
° o ° o
° o o o o o
° o X o X o © ° o X
o o o o o
Statisticky nezavislé zvoleny RM nie je prevaha negativnych
rezidua linearny rezidui
e e Y
o
o ° °
oo © o
o ° ° o oo
o
o X o [ X °
o o
° o7 45°
trend v reziduach, cyklické kolisanie dobry korelogram, y
vacsie hodnoty obsa- rezidui, vplyv ¢asu pravidelné oscilova-
huju vacsie chyby, nie +/- hodnét okolo
model nie je vhodny uhlopriecky

X6

Zhluk rezidui do tvaru ,mraku® potvrdzuje spravnu volbu modelu. ,,Vysec®, ktora vytvoria rezidua
informuje o heteroskedasticite v datach a ,,pas“ informuje o vybocujucich datach. Ak je ,,pas“ zakriveny, model
je nevhodne navrhnuty (Hustopecky et al., 1990).
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Okrem toho, pri po¢te K=2, resp. K=3 nezavisle premennych je mozné vypocitany MLRM vizualizovat’
zobrazenim pomocou kuzelosetieck v ?D alebo kvadrik v °D priestore, o umoziiuje ich hlbsie
skamanie(Florekova et al., 1999).

Pre kone¢ny vyber RM odporic¢ame nasledovny postup:

Specifikacia Vypocet Verifikacia Vyber
Data o typickych | parametrov RM; o RM; o | najvhodnejs.
o RM, o AT RM
[ A
y Test y L
vyznamnosti
parametrov
Vytvorenie neg poz Vypocet Interpretacia
bodového - . korela¢nych RM
diagramu charakterist.
[
Zakreslenie RM do bodového diagramu ¥
Zaver

Vypovedacia schopnost RM zavisi na kvalite spracovavanych dat, ziskanych za stabilizovanych
podmienok, a je ju mozné vyuzit iba pri plnom reSpektovani vSetkych informacii vecného, logického,
technologického, vyrobného, ekonomického charakteru o danej problematike. Interpretacia RM umoziuje hlbsie
spoznanie skumanych javov, suvislosti medzi premennymi z kybernetického modelovacieho pohl'adu na objekt
ako na ¢iernu skrinku. RM nedéavaju informacie o vnutornom spravani a fungovani. Su modelmi typu vstup /

vystup.
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