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Urcenie transformacnych parametrov pre 3D transformaciu medzi
systtmami WGS 84 a RES (B)

. 1 e 1 vy 2 & 1 1
G. Weiss', J. Gasinec', I. Lesso”, M. Sadera” a M. Zemen

Applying transformation parameters for 3D transformation between systems WGS 84 and RES (B)

Coordinate transformation between 3D cartesian systems: the Reference Elipsoidical System for Bessel’s Ellipsoid - RES(B) (with
coordinates C *®), and the World geodetic system — WGS 84 (with coordinates C") are used for transformations C"— C *® as well for
coordinates C” in the System S-JTSK and also in reverse order C’'— C*®— C". These coordinate transformation are necessary for GPS
measurements, i. e. when C” coordinates are to be determined for points, or in opposite cases, when coordinates C”’ must be transformed to
values C "(e. g. aerial and ship navigation, development of S GIS and others). These transformations can be done using various
transformation models (depending on the number of points and the area size), from which Molodenskij - Badekas ‘'model (MBM) is preferred
for smaller point sets.

This contribution gives an overview of the mathematical and geometrical relations between both coordinate systems, the approach for
the development of the basic transformation model, its adaptation to MBM and its linearisation. Applying the transformation equations
demands for a knowledge of 6 or 7 transformation parameters that are know or one can determine them for a certain area using some
identical (homological) points with known coordinates C" and C*®. For the determination parameters needed, it is recommended to apply
optimally selected identical points from its given set using a numerical optimization for the selection. It is required for a first — rate
transformation, that the points used must give the minimal value of the quadratic form of transformation residuals.

Key words: 3D Coordinate systems RES (B) and WGS 84, similarity transformation models, linearisation of models, Molodenskij - Badekas’
transformation approach parameters, transformation quality.

Uvod

V geodetickych pracach aj bezného charakteru sa v sucasnosti vyskytuji ulohy, v ktorych sa polohy bodov
urcuju jednak meranim v suradnicovom systéme WGS 84 a ziskané stradnice sa transformuju na odpovedajuce
hodnoty v systéme S - JTSK (napr. GPS urcenia bodov apod.), jednak opacné, v ktorych sa polohy bodov
uréené meranim v S - JTSK transformuji na koreSpondujice hodnoty v systtme WGS 84 (napr. dblezité body
pre navigaciu leteckej alebo lodnej prevadzky a pod.). Kedze prevody suradnic vyzaduju z numerického
hladiska niekol’ko zlozitych transformacii, je potrebné mat’ a pouzit’ na tieto ucely vhodné programy. Tieto sa
najcastejSie realizuju pre body rozlozené v malych priestoroch, v rozsahu ktorych postacuji rézne linearne
transformacie, ktoré si programovo modze zabezpelit' priamo aj uzivatel'skd sféra pouzijic, vhodné softvéry
matematického, Statistického alebo aj iného charakteru.

Z jednotlivych transformacii je pre kvalitu prevodu stradnic rozhodujiica transformacia medzi suradni-
covym Systémom referenénym (Bessel) — RES (B) a Svetovym geodetickym systémom WGS 84. Kvalita kazdej
geodetickej siete v dominantnej miere zavisi od:

- typu transformaécie,
- kvality urCenia transformacnych parametrov, t.j. v podstate od vzajomnej S - JTSK suradnicovej kompa-
tibility pevnych bodov v danej oblasti.

Najpouzivanej$im linedirnym transformaénym postupom je transformacia s pouzitim Molodenského -
Badekasovho modelu (MBM), v ramci ktorého sa transformacné parametre uréuju prakticky vyluéne na zaklade

Gaussovho — Markovovho odhadovacieho postupu pomocou MNS. Korektné uréenie transformaénych
parametrov prave pomocou tohoto Molodenského - Badekasovho transforma¢ného modelu je néapliiou tohoto
prispevku

Matematicky model
Transformdcia stiradnic 3D bodového pola (Siitti, J., et al. 1997), ktoré st dané v dvoch 3D kartezianskych

suradnicovych systémoch, je zalozend na vektorovej rovnici
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kde: m — mierkové ¢islo,
R —rota¢na matica,
— polohovy vektor bodu B;,
r, — translaény vektor (vektor posunu) zaciatku WGS voci za¢iatku RES (B) v RES (B),

p; — polohovy vektor bodu B; vo WGS 4.

-
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Obr.1. Transformacia siradnic medzi WGS 84 a RES (B).
Fig.1. Transformation of coordinate between WGS 84 and RES (B).

Vektorom v (1) zodpovedaju prislusné algebraické vyjadrenia

CF =C{+MRCY, (2)
x1" [x7° X"
Y| =|Y| +MR|Y| , 3)
z| |z], zZ|.

kde: CiE - suradnice bodu B; v RES (B) (vektor ),
Cg - suradnice zadiatku G systému WGS 84 vyjadrené v systéme RES (B) (vektor T, ),

Ciw - stradnice bodu B; v systéme WGS 84 (vektor p;),

M - matica modulov dlzkového skreslenia v smere prislusnych stradnicovych osi,
R - rota¢na matica, ktora popisuje pootoéenie jedného systému voéi druhému.

m, O O
M=| 0 m, 01,
0 0 m

Iy Tp Iz
R=|1 1, 153

I3p T3 Ing
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Pre aplikdciu vztahu (1) pre nezndmy Ucel je mozné pouzit' mierkové skreslenia m, =m, =m, =m

y
(m predstavuje pomer dizok GPS vektorov v RES (B) a WGS 84). Transformaéna rovnica (2) potom bude mat’
tvar

Cf =C& +mRC)Y. 4)

Ak pri transformacii ur¢ujeme suradnice C 1W , transformacénu rovnicu (2) mézZeme vyjadrit’ v tvare

cV :iR‘l(c?—cg). (5)

Rota¢na matica sa da Strukturalizovat’ na zaklade vzt'ahu

R=R(e,) R(e,) R(e,) . pricom (6)
1 0 0
R(SX): 0 cose, sing, |,

0 —sing, cosg,

_cosay 0 —sinay_
Rg,)=| 0 1 0 | Q)

| sing, 0 cosey |

[ cose, sing, O]
R(gz): —sing, cosg, O],
| 0 0 1]
kde matice R(g,),R(g,),R(¢,), popisuju rotacie systemu WGS okolo osi X)F, (), (Z)" , systému RES (B).
Ak dosadime (7) do (6), bude matica R vyjadrena v tvare

COSSy COSg, COSSy sing, —Sme

R =| sing, sing, cose, —cose,sing, sing, sing, sing, +Cosg, COSE

y

, Sing, cosg |. ®)

COsE, sing, COSE, +sing, sing, cosg, sing, sing, —sing, COSE, COSE, COSE,
Tato maticu je mozné zjednodusit’ pomocou vztahov
g2 gl
_ 9,4
cosgg =l-——F_—- -,
2 24
®
3 5
: € &q
singg =g, ——+ -
6 120

pricom q=x/y/z.

Vo vztahoch (4) a (5) je potrebné poznat’ okrem stiradnic C%, resp. C* aj numerické hodnoty ostatnych
veliin, tzv. transformacné parametre TP. TP v pocte p je potrebné vysetrit' na zaklade homologickych bodov
(body, pre ktoré mame k dispozicii siiradnice v oboch stiradnicovych systémoch). Vzhl'adom na to, Ze kazdy bod
poskytuje jednu maticovu rovnicu (4) alebo (5), pre urCenie p transformacnych parametrov potrebujeme h > p/3
homologickych bodov. Pri geodetickych aplikaciach tejto transformacie zasadne volime pocet homologickych
bodov viacsi ako je pocet transformacnych parametrov p. TP sa urcia prostrednictvom niektorého vhodného
odhadovacieho (vyrovnavacieho) modelu (Gaussov - Markovov, Gaussov - Helmertov a pod.).

Takyto postup si vyzaduje vhodnu linearizaciu modelu (4), resp.(5), priCom linearizacny proces sa sucasne
moze spajat’ s vol'bou druhu transformacie. NajcastejsSie sa pre 3D transformaciu medzi kartezianskymi stiradni-
covymi systémami pouziva podobnostna a afinna transformacia.

Urdenie transformac¢nych parametrov pomocou Gaussovho - Markovovho modelu

Vseobecné poznatky

Gaussov — Markovov model ma tvar, ktory zaru¢i, ze vznikne preuréeny systém rovnic, t. j., ze ich pocet je
vyssi ako p.
E(L)=A® (10)
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V(L) =0.Q.., (1n
kde : E(L)- stredna hodnota observacii L,

V(L)- disperzia observacii L,

A —konfigura¢na matica (matica koeficientov),

® — vektor urCovanych parametrov,

o> — apriérny varianény faktor,

Q. —kofaktorova matica observacii L.

Tento modul plne vyhovuje aj 3D transformaénym uloham. Pri rieSeni sa za observované veliCiny
pokladaji suradnice homologickych bodov toho datumu, do ktorého sa pomocou TP buda transformovat’
suradnice z druhého datumu.

Podobnostna transformacia

Linearizacia rovnic (4) sa najcastejsie vykonava rozlozenim niektorych TP, predovsetkym m a R v zmysle:
m = 1+dm. (12)
Vzhladom na to, Ze uhly €,,¢e,,&, , pri transformacii z WGS do RES (B) (alebo naopak) sa mal¢, je v (8)

mozné podla (9) polozit' cose, =1, sing, =g, acleny 2. a 3. radu so zanedbateI'nou hodnotou vynechat’, takze

a7~ “q
potom
R=1L+dR, (13)
kde:
0 €, —¢&
dR=|-¢, O g, |, (14)
e, —& 0

1; je jednotkova matica rozmeru (3x3).

Na zaklade tohoto lineariza¢ného principu, pri réznom sposobe vektorovej vyjadritelnosti ¥, resp. C,

zohladneni réznych inych okolnosti, najmi numerickych a korelaénych vzt'ahov vo vypoctovych algoritmoch,
vhodnosti pre rozne rozsiahle bodové polia a iné okolnosti, vytvorili sa rézne formulacie zakladného vzt'ahu (4),
ktoré predstavuju rézne 3D transformacné modely, nazyvané podla ich autorov (Bursov — Wolfov model,
Molodenského - Badekasov model, Veisov model, Vanickov - Wellsov model, Krakinwského — Thompsonov
model a iné) (Bursa, M., 1968, Krakiwsky, E., 1974).

Molodenského - Badekasov transformacny model
Sedem prvkova transformacia

Princip tejto transformacie spociva vo volbe bodu v strede bodového pol'a, ur€eného na spracovanie. Tento
tzv. referencny bod By modze byt aj fiktivny (nestabilizovany), definovany len svojimi sGradnicami
X(\)V,YOW , Z(‘,N. Bod By mozeme definovat’ aj pomocou jednoduchych aritmetickych priemerov zo suradnic C"
vSetkych bodov pola pouzitych pre transformaciu.

Pre potreby transformacie sa do tohoto bodu fiktivne posunie pociatok G systému WGS 84 a poloha bodu
B; sa potom méze vyjadrit’ vztahom

r, =T, +mRp,;. (15)
Vektor F, je moZné vyjadrit’ ako sicet vektorov Fg a p,,takze
F, =T, +P, - (16)
Potom polohovy vektor bodu B; v systéme RES(B) bude
I, =T, +p, + mRp,; (17)
a v algebraickom vyjadreni
cE=cE+cY+mRlC) -CY) | (18)
x1F xE oy x| x
Y| =|Y| +|Y| +mR||Y]| -|Y . (19)
Z] Z], |Z], zZ Z],
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"

Obr.2. Molodenského - Badekasov transformacny model.
Fig.2. Molodenskij — Badekas' transformation model.

Suradnice vektora p; vyjadrime ako rozdiel stradnic koncového a zaciatoéného bodu tohto vektora, teda ako

redukované stradnice C**

x™MOxYIxy - x| oraxyV
Y| —-|Y| =YY - vV|=|AY (20)
A z| |z -z [Az],

Po dosadeni za (12) a (10) v zmysle naznacenej linearizacie
0 0 0 €, —&
O|+|-¢, O g, |=1;+dR

1
0 1 € -g, 0

1
m=1+dm, R=|0
0 y

do (15) dostavame

CF =CE +CY +(1+dm)1; +dR)ACY
a po vynasobeni

CF =C¢ +C)Y +AC)Y +dRAC)Y +dmACy +dmdRAC) .
Posledny clen vzhl'adom na vel'mi malé hodnoty mézeme polozit’ rovny 0, druhy a treti ¢len spojit’ v zmysle
CY + ACY =}V | takze transformaéna rovnica nadobuda tvar

CF =CE +drACY +dmACY +cV . 1)
Vhodnymi tpravami je mozné (21) pretvorit’ aj na tvar

Cf =Cg +CY +mRAC}Y .
Ak prvé tri vyrazy v (21) preparametrizujeme, dostdvame potom transformacénu rovnicu (21) v tvare

(22)

Cf =A,TP+C}Y, (23)
kde :
AXG
AYE
1 0 0 AX)Y 0 -AzZY AYY AZE
A =0 1 0 AYY AzZY 0 —AXY|,TP=| dm |. (24)
Yoo o0 1 AzZY  —AYY  AxY 0 e,
8}’
L SZ .
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Stochasticky model pre urcenie TP bude

Ve =A TAP—(CE -CW):A -1,

(25)

2L = GgQL!
pri¢om sa bezne pouziva Qp, =1, 0(2) =1.
Na zaklade modelu (25) sa odhady (vyrovnané hodnoty) TP vypo¢itaji zo vztahu

A -1

TP = (ATA) ATL . (26)

ktorych presnost’ vyjadruje matica 2 , dana vztahom
TP
s, =ci(aTAl. @7

TP
Prislusné maatice budu mat’ blokovt strukturu, zévisiacu na poc¢te h > 3 homologickych bodov, pouzitych na

urcenie TP . Ich tvar je nasledovny:

A, _(CE—CW)I_
3ﬁ7= A' ’ 3{:1: (CE _:Cw)i ‘ (28)
Ay | _(CE —.CW)h_

Transformécia stradnic C% nehomologickych bodov C* | pouzijuic MBM, sa po vypodte TAP uskuto¢ni na
zéklade rovnic (23) podl'a rovnice
_Xg_
Yg
X" [1 00 axy o -azd Avy ||zE]| [X
Y| =[0 1 0 AYY azY 0  —AXY ||dm|+|Y]| , 29
4 00

1 AZY —AYy  AXY) 0 Ex i

€y

€7

vyjadrenych v algebraickej forme
XF =XE +dm AmY) -6y AZY +e,AY,) ,
YE = YE +dm AmY +e4AZY -£,AX)), (30)
ZE = 7E +dm AmY -e4AY)Y +e,AX)).

Pre vektor h homologickych bodov bude rovnica (29) tvorit’ “bodové bloky” v prislusnych globalnych
maticiach

X, ¢ (100 Xy 0 -zj Y ] S
Y, 01 0 vy 2z% 0o =Xyl Yl
7 001 z/ vy X4 0 |[Xg !
1 Yé Z,
X, (1 oo x¥ o —zy v¥||zE| %
Vol =[o 1t ovy zh 0 XN ||dm|+| 2 31)
z, 001 z¥ —y¥ x¥ 0 £, :2
&y X
i: 00 X% 0 —z¥ Y}Xw e, | Y:
, 010 Yy zZ¥ 0 -X3 7,
Tl o o1z -y XY 0
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Zaver

Ako vyplyva z postupu urcenia transformacnych parametrov medzi uvedenymi dvomi stGradnicovymi
ststavami, kvalita kazdej transformacie v rozhodujucej miere zavisi od kvality GPS merani (pri pouZiti statickej
metddy), t.j. najmd od parametrov prijimaca, ako aj pouzitého firemného softvéru a v nasich podmienkach
predovsetkym od kvality bodov so znamymi S - JTSK stradnicami, ktoré sa pri ureni transformaénych
parametrov pouziju ako identické (homologické) body. Kedze v mnohych situaciach o kvalite bodov nie su
k dispozicii ziadne informacie, ukazuje sa, ze je vhodné, zamerat’ viac bodov ako je potrebné (napr. 5 - 6 bodov)
a aby sa numerickou optimalizaciou pri programovom vypocte transforma¢nych parametrov vybrali také tri body
(pripadne aj viac), ktoré poskytuji najvyssiu presnost, t. j. najmensie hodnoty na diagonalach kofaktorovej alebo
kovarian¢nej matice urcenych transformacnych parametrov.

Matematicky vypocet transformacnych parametrov pomocou linedrneho modelu umoziuje bezproblémové
urcenie aj Standardnych odchyliek transformaénych parametrov. Pomocou nich, ako aj s pouzitim $tandardnych
odchyliek stradnic bodov vo WGS 84 vieme na zaklade pravidiel o Sireni sa variancii urCit’ aj $tandardné
odchylky do S-JTSK transformovanych stradnic, t.j. vypocitat’ presnost’ uréovanych bodov z konkrétneho
merania a v konkrétnych podmienkach.

Uvedena jednoducha transformicia, ako aj nehomogenita pevnych bodov pri urovani transformaénych
parametrov, sposobuju, ze ich platnost’ a pouzitelnost’ nie je vhodné pre rozsiahlejSie oblasti. Nazna¢enym
postupom urc¢ené transformaéné parametre su pouzitelné najviac do 2-3 nasobného rozsahu, aké ma predmetné
bodové pole.
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