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Vyrovnanie merani vo voI’nych geodetickych siet’ach
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Gabriel Weiss, Janka Sabovd, Silvia GaSincovd a Juraj Gasinec

Adjustment of the observations in a free geodetic networks
Since no datum point in the geodetic network can be accepted as stable until the analysis is performed, the network must be treated as
a free network. In means that the network in itself does not contain enough information to be located in space. Examples are a leveling
network without elevation information of any point, or a horizontal trilateration and combined net network without the known coordinates of
any point and any know azimuth between a pair of points. Therefore, free networks can be fieely translated or rotated or scaled in space,
and can be considered as suffering from datum defect.

Consider the linearized parametric adjustment model of a free network as 1+v=AdC with G%Q] where | is n — vector of
observations, v is the n- vector of residuals, dC is the vector of the corrections to the approximate coordinates of the points to be

determined, A is the configuration matrix, (5(2) is the a priori variance factor, and Q, is the cofactor matrix of the observations. The least

squares criterion leads to the normal equations NdC-ATQl_ldl =0, where N:ATQ_1 A . Due to datum defects in the network, the

coefficient matrix, N, of the normal equations is singular, i.e., det(N)=0. In the set of generalized inverses obtained by (9), subsets of special
generalized inverses may be defined by introducing additional conditions. In the following computation upon pseudoinverse of matrix N is
introduced.

Key words: datum defects, generalized inverses, pseudoinverse, coefficient matrix of the normal equations.

Uvod

Realizacia niektorych uloh byva casto podmienend Specialnymi geodetickymi pracami, pre ktoré je
potrebné vybudovat’ samostatné lokalne geodetickeé siete. Ich charakteristickou ¢rtou je vysoka presnost’ stiradnic
bodového pola. Tato zarucuje, ze vSetky vizby a funkéné vztahy medzi bodovym polom siete a objektom, pre
ktory bola predmetna siet’ zriadena, budi v ramci pripustnych tolerancii dodrzané. Prikladom moézu byt
vytyCovacie geodetické siete budované pri vystavbe rozsiahlejsich investi¢nych celkov s naro¢nym technickym
rieSenim (LesSo, 1994, Lesso, 1997), deformacné siete pre Setrenie pohybov, zosunov a pretvoreni prirodnych
a technickych objektov alebo pre Specifické, konStrukéne naroc¢né inzinierske diela véacsSieho, ¢i mensSieho
rozsahu.

V takychto pripadoch sa ucelne aplikuju riesenia, ktorych vysledky vyrovnania st nezavislé od vplyvu
chyb stradnic bodov existujucich geodetickych $truktir (napriklad Statnej trigonometrickej siete). Tieto postupy
su v domadcej i zahranicnej literatire zndme ako vyrovnanie vol'nych geodetickych sieti.

Predkladany prispevok uvadza jedno z moznych rieSeni normalnych rovnic v geodetickych sietovych
Strukturach metodou zovseobecnenej inverzie matice. Vyhodou navrhovaného postupu je jeho nendrocnost’ tak
na softvérové, ako i hardvérové vybavenie. Je aplikovatelny na kalkulatoroch, ¢i tabulkovych procesoroch, ktoré
su vybavené len zakladnymi funkciami pre pracu s maticami, ako je nasobenie, transponovanie a inverzia.
Riesenie naviac nevyzaduje zavadzanie d’alSich podmienok do vyrovnania, ¢o priaznivo vplyva na zefektivnenie
celého spracovatel'ského procesu.

Geodeticka siet’

Geodeticka siet’ je Strukturny ttvar, lokalizovany na zemskom povrchu, pripadne pod nim. Funkéné vztahy
medzi jeho komponentami: bodovym pol'om s prislichajucimi suradnicami popisujicimi konfiguraciu siete
a meraniami v iom realizovanymi, mozno deterministicky vyjadrit’ sistavou funkénych vztahov:

L=£C,..), (1)

v ktorych L predstavuje skuto¢né hodnoty observacii a C skuto¢né hodnoty konfigurcie. Vplyvom nevyh-
nutnych nahodnych chyb (Bohm, 1990, Siitti, 1987), ktoré sa pri praktickom merani v teréne stavaju sucastou
suborov geodetickych dat, prechadza deterministicky model (1) do jeho Statistickej formy

l+v=£(C,..), )
resp.
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l+v="1(C’+dC....), (3)
ktora vyplyva z nelinearnosti funkénych vzt'ahov (2) v polohovych geodetickych sietach. Symbol 1 oznacuje

realizaény vektor ndhodnej premennej L, v jeho vektor oprav, C odhad vektora C a c’= (x?,y?,...xg,yﬁ)T

jeho priblizné hodnoty, ktoré musia byt zname s presnost'ou, zodpovedajucou 1. ¢lenu Taylorovho rozvoja
funkénych vztahov (1).

Vyrovnanie sprostredkujicich merani, v ktorom minimalizaény problém vektora oprav v pri volbe L2
normy nadobtida tvar (Cebecauer, 1996; Bohm, 1990).

ov)=(" V2 =min.. (4)

vedie k systému normalnych rovnic v tvare
ATQ'A dC - AT Q' di=0. (5)

A
Pri vyhovujicej aproximacii vektora C vektorom C°, mozno v zmysle (3) vztahy medzi odhadovanymi
a sprostredkujiicimi geometrickymi parametrami vyjadrit modelovou maticou vztahov zapisom

A
A= Lf(f) (6)
0C Jeue
a vektor redukovanych observacii
di=I-1,, kde 1)=f(C°). (7

Nehomogenitu merani v sieti popisuje kofaktorova matica Q). Jej zostavenie (napr. Siitti, 1972; B6hm et al.,
1990; Ingeduld et al., 1990) vychadza zvicsa z predpokladu ich vzajomnej nezavislosti (nekorelovanosti), ktory
byva podporeny organizaciou a ¢asovym harmonogramom merani (Dobes et al., 1999). Ak vSak z r6znych pric¢in
(Casovych, ...) nebolo mozné tito poziadavku zabezpecit a merania boli realizované v relativne stabilnych
podmienkach, preukaze sa zvacSa vzajomna vézba medzi sibormi geodetickych merani, vyjadrena korelaénymi
charakteristikami, ktorymi sa podrobnejSie zaoberaju prace (Siitti, 1972; Dobes et al., 1999).

Linearne rovnice (5) sa obvykle vyjadruju skratenym zapisom

A
NdC-A" Q" dI=0, (8)
kde matica koeficientov normalnych rovnic N je vzdy $tvorcova a symetrickd. Vypracované postupy rieSenia
rovnic (8) sa delia na metddy iteratné a priame. Pouzitie iteraénych metdd (metdd postupnej aproximaécie) je
vhodné pre velké sustavy rovnic. Do tejto skupiny rieSeni sa zarad’uju napr. Jacobyho, Gauss — Seidlerova
arelaxacna metéda. Druhou skupinou st metddy priame (finitné), davajice rieSenie po konecnom pocte
elementarnych aritmetickych operacii. Patria medzi ne napr. metédy Choleskiho, Gaussova elimina¢na metéda
s vyberom hlavného prvku, metdda rieSenia pomocou determinantov a metdéda maticového rieSenia zovSeobec-

nenej inverzie matice, ktorej v pripade regularnosti systému zodpoveda inverzia N™'. U nevhodnych sietovych
Struktr mozno na rieSenie zle podmienenych systémov numerickych rovnic pouZzit' procedury singuldrnej
dekompozicie matic, aplikované napr. na konfiguracnii maticu A (Skofepa, 1995; Weiss, 1996). Okrem tychto
postupov mozno napr. Gram — Schmidtovou ortogonalizaciou urcit’ nezname parametre priamo z rovnic oprav,
bez zostavenia normalnych rovnic.

RieSenia normalnych rovnic pre vol’'né geodetické siete

Popri nespornych vyhodach vyrovnania geodetickych sieti ako volnych $truktir, ma tento pristup i svoje
Giskalia, stvisiace so singularitou matice N, ako dosledku linearnej zévislosti jej stipcov, resp. riadkov. Tato je
zapric¢inena ubytkom hodnosti konfiguracnej matice A, oznacovanym aj ako defekt siete d (Weiss, Siitti, 1997).
Predstavuje nutny pocet ddtumovych parametrov (vézieb), potrebnych k eliminécii stupiiov vol'nosti geodetickej
siete v spracovatel’skom priestore. V zavislosti od druhu meranych veli¢in je potom v polohovych geodetickych
sietach trilateracného a kombinovaného typu d=3 avsietach triangulaénych d=4. Ak st ako datumové
parametre pouzité priblizné suradnice, alebo ak su tieto viazané v systéme d podmienok, odpovedajucim
modifikovanej Helmertovej transformacii, oznacuje sa toto rieSenie ako vyrovnanie volnych sieti (Weiss, Siitti,
1997; Ingeduld et al., 1990).

Systém linearnych rovnic méze byt efektivne rieSeny pomocou matice N'. VSeobecne sa tymto pojmom
oznacuje kazda matica N°, vyhovujica podmienke

NN N=N. )
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Podmienkou (9) nie je zovSeobecnend inverzia urend jednoznacne a vyhovuje jej celd mnozina matic N,
znamych ako zovseobecnené (generalized) inverzie, g-inverzie (Bjerhammar, 1978; Bohm, et al., 1990; Andél,
1985; Koch, 1988; Kubackova et al.,1982). Specifickym pripadom matic N je pseudoinverzna matica N*, znama
tie pod nazvom Moore — Penroseova inverzna matica, ktora spifia nielen podmienku (9) v tvare

NN'N=N, (10)
ale v zmysle svojej definicie (Bjerhammar, 1978; Koch, 1988) vyhovuje aj nasledovnym vzt'ahom ekvivalencie:
N NN =N"; (NN)'=NN; (N"N)'=N"N. (11)

Pseudoinverzni maticu je mozné ziskat’ tiez rozkladom matice N na stéin obdiznikovych matic B a D tak,
aby sa hodnost’ matice B rovnala hodnosti matice N (hg=hy). KedZze v pripadoch vyrovnania polohovych
geodetickych sieti je Ubytok hodnosti matice A, resp. N znamy a zavisi od druhu observovanych velicin,
odvodenie matice B spo&iva v odseparovani k - d stipcov matice N, kde k je podet vyrovnavanych stradnic
v sieti. Potom

N=B D. (12)

Kk kk-dk-dk

Pre maticu N mozno dokazat, ze B'B a CC si1 regularne (Andgl, 1985). Z (12) potom pre maticu D plynie
vztah

B T
( —-d.k

D = B)! BN (13)
k—-d,k k Jk—d —d,

K k—dk Kk

Dosadenim (12) do (9), resp. (10), nadobudne hl'adany vyraz pre pseudoinverziu N* tvar (Bjerhammar,
1978; Andél, 1985; Koch, 1988; Bohm, et al.,1990)

N'=D"(DD")'(B'"B)' B". (14)

Riesenim systému normalnych rovnic (8) je vztah

dC=N"ATQ;" dl. (15)

Variancie (disperzie) vyrovnanych stradnic lezia na diagonale kovariancnej matice

Y. =sgN¥ . (16)
c

Aposteriorny varianény faktor pre n realizovanych merani a k urCovanych parametroch je vyjadreny
vztahom
VTQI_IV

2
Sy = )
O h—k+d

(17

Uvedené teoretické poznatky st aplikované na typickom priklade:

Polohova lokalna geodeticka siet je tvorena bodmi P1, P2, P3, P4 a P5 (obr.1). Spojovaciu Struktiiru medzi
nimi tvoria observované vodorovné dizky asmery (Tab.2), pre ktoré sa Statistickym testovanim potvrdili
standardné odchylky o4 = (3+3ppm) mm pre dizky a 6=5,0 pre smery. V stradnicovom systéme S-JTSK je
konfiguracia siete dana postupnostou stradnic (x;, yi, ... ,Xs, ys). Ich priblizné C° a vyrovnané C hodnoty st
uvedené v Tab.1.

STANDARDNA ELIPSA MIERKA Obr.1. Geodeticka siet a Standardné elipsy.
S mm 100 0 100 200 300m  Fjg ] Geodetic network an the standard ellipses.
— e
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Tab.1. Priblizné suradnice, odhady ich doplnkov a konstrukcné parametre standardnych chybovych elips.
Tab.1. Approximate coordinates, their corrections and structural parameters of the standard error ellipses.

X° Y° dx» dy» a b Smernik a
[m] [m] [mm] — [mm] — [mm] — [mm] — [g] —
P1 1239001.119 264506.307 -0.3255 -0.0774 1.978 1.870 346.6082
P2 1239842.472 264392.860 -1.0005 =-2.9735 2.127 1.829 91.4787
P3 1239894.223 263803.989 -0.8419 1.1334 2.094 1.745 325.6400
P4 1239413.567 264904.339 0.2615 -0.6604 2.222 1.772 319.6651
P5 1239400.523 263697.877 1.9063 2.5778 2.181 1.853 71.2631
Tab.2. Merané veliciny, opravy a smerodajné odchylky merani.
Tab.2. Observations, corrections and deviation of the observations.
Zamera 1 v s(1*)
[m] [mm] — [mm] —
P1-P5 901.713 -3.45 3.39
P1-P3 1136.175 -4.81 3.31
P1-P2 848.958 8.79 3.03
P1-P4 573.187 -0.43 3.43
P5-P3 504.970 1.71 3.41
P5-P4 1206.528 1.26 3.59
P2-P4 667.514 -2.54 3.38
P2-P3 591.137 -0.47 3.45
[g] [ec] — [ecc] -
P2-P4 0.0000 -2.73 3.54
P2-P1 47.0431 -2.18 3.10
P2-P5 119.5160 10.05 3.07
P2-p3  161.1567 -5.14 3.57
P4-P1 0.0000 -0.84 3.55
P4-P5 50.4441  -0.44 3.13
P4-P2 95.5561 1.28 3.47
P3-P2 0.0000 3.20 3.55
P3-P1 51.9969 -0.52 3.13
P3-P5 107.8980 -2.68 3.67
P1-P5 0.0000 -3.63 3.12
P1-P3 28.3630 4.65 2.83
P1-P2 62.2539 -2.67 2.93
P1-P4  119.6540 1.66 3.57
P5-P3 0.0000 -0.88 3.62
P5-P2 50.4634  -0.81 2.86
P5-P4 85.8335 3.69 2.86
P5-P1  115.7354 -2.00 3.11
Matica normalnych rovnic N
.0180 -0.6578 -1.3220 -0.0475 -0.4992 0.4514 -1.4942 0.7096 -0.7026 -0.4557
6578 2.7694 -0.1735 -0.2111 0.5695 0.0058 -0.5174 -1.5069 0.7792 -1.0572
3220 -0.1735 4.8625 0.2664 -1.8113 0.7802 -1.2885 -0.6428 -0.4407 -0.2303
0475 -0.2111 0.2664 3.0677 -0.5900 -1.3775 0.5457 -1.3446 -0.1746 -0.1345
4992 0.5695 -1.8113 -0.5900 3.6654 -1.0032 0.2414 0.1012 -1.5963 0.9225
.4514 0.0058 0.7802 -1.3775 -1.0032 3.5473 0.2805 -0.0798 -0.5089 -2.0958
4942 -0.5174 -1.2885 0.5457 0.2414 0.2805 2.2072 -0.1008 0.3342 -0.2080
.7096 -1.5069 -0.6428 -1.3446 0.1012 -0.0798 -0.1008 3.6669 -0.0672 -0.7356
7026 0.7792 -0.4407 -0.1746 -1.5963 -0.5089 0.3342 -0.0672 2.4054 -0.0285
4557 -1.0572 -0.2303 -0.1345 0.9225 -2.0958 -0.2080 -0.7356 -0.0285 4.0230
Matica B
4.0180 -0.6578 -1.3220 -0.0475 —-0.4992 0.4514 -1.4942
-0.6578 2.7694 -0.1735 -0.2111 0.5695 0.0058 -0.5174
-1.3220 -0.1735 4.8625 0.2664 -1.8113 0.7802 -1.2885
-0.0475 -0.2111 0.2664 3.0677 -0.5900 -1.3775 0.5457
-0.4992 0.5695 -1.8113 -0.5900 3.6654 -1.0032 0.2414
0.4514 0.0058 0.7802 -1.3775 -1.0032 3.5473 0.2805
-1.4942 -0.5174 -1.2885 0.5457 0.2414 0.2805 2.2072
0.7096 -1.5069 -0.6428 -1.3446 0.1012 -0.0798 -0.1008
-0.7026 0.7792 -0.4407 -0.1746 -1.5963 -0.5089 0.3342
-0.4557 -1.0572 -0.2303 -0.1345 0.9225 -2.0958 -0.2080
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Matica D

1.0000 -0.0000 -0.0000
-0.0000 1.0000 -0.0000
-0.0000 -0.0000 1.0000

0.0000 0.0000 0.0000

.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000 61.9772 -1.0000 -61.9772
.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 30.6197 0.0000 -31.6197
.0000 0.0000 -0.0000 0.0000 53.2799 -1.0000 -53.2799
.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -33.8814 -0.0000 32.8814
0
0
1

O OO O oo

-0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 1.0000 0.0000 .0000 8.1349 -1.0000 -8.1349
0.0000 0.0000 0.0000 .0000 0.0000 1.0000 .0000 -37.8488 -0.0000 36.8488
-0.0000 -0.0000 -0.0000 .0000 0.0000 -0.0000 .0000 92.4917 -1.0000 -92.4917

Matica N*

0.1515 -0.0085 -0.0415 0.0170 -0.0328 0.0139 -0.0604 -0.0361 -0.0168 0.0137
-0.0085 0.1533 -0.0042 -0.0278 0.0389 -0.0419 -0.0736 -0.0245 0.0475 -0.0592
-0.0415 -0.0042 0.1385 0.0064 0.0018 -0.0194 -0.0560 0.0261 -0.0427 -0.0089

0.0170 -0.0278 0.0064 0.1854 -0.0095 -0.0692 0.0345 -0.0112 -0.0483 -0.0772
-0.0328 0.0389 0.0018 -0.0095 0.1338 -0.0199 -0.0152 0.0157 -0.0876 -0.0252

0.0139 -0.0419 -0.0194 -0.0692 -0.0199 0.1719 0.0615 -0.0863 -0.0362 0.0254
-0.0604 -0.0736 -0.0560 0.0345 -0.0152 0.0615 0.1360 -0.0214 -0.0044 -0.0009
-0.0361 -0.0245 0.0261 -0.0112 0.0157 -0.0863 -0.0214 0.1964 0.0157 -0.0744
-0.0168 0.0475 -0.0427 -0.0483 -0.0876 -0.0362 -0.0044 0.0157 0.1517 0.0214

0.0137 -0.0592 -0.0089 -0.0772 -0.0252 0.0254 -0.0009 -0.0744 0.0214 0.1854

Zaver

Vysledky riesenia demonstraéného prikladu su identické s hodnotami uréenymi inymi postupmi (Gauss —
Markovov model s restrikciami a singularnou dekompoziciou matice N). Efektivnost’ predloZzeného postupu
vyrovnania volnych geodetickych sieti vyplyva zo skutocnosti, Ze v procese rieSenia nie je potrebné zmenit
sposob vyrovnania definovanim d’alSich podmienok do vypoctu a z nenaro¢nosti poziadaviek na softvérové
a hardvérové vybavenie. Je zrejmé, Ze postup je 'ahko aplikovatelny i pre oblast’ 1D a 3D vol'nych geodetickych
sieti. Uvedené argumenty poukazuji na vhodnost jeho vyuzitia pre praktické potreby vyzadujice postupy
vyrovnania merani vo vol'nych geodetickych siet’ach.
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