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Rombergova metdoda pre numerické integrovanie
a jej implementacia v prostredi MATLAB

. v gl
Martin Kaceridak

Romberg’s Method of Numerical Integration and its Implementation in MATLAB

A method suggested by Romberg in 1955 is shown to be a very efficient, accurate and fast. In this paper an implementation of the
Romberg method in MATLAB is discussed and illustrated using example. Two modifications of the method are provided, one based on the
use of the trapezoidal rule, and another one using the Simpson rule. The paper starts with an overview of some most basic approaches to the
numerical integration. The place of the Romberg method in the classification of classical approaches is shown, and linked to Richardson’s
extrapolation method, which is used for the acceleration of convergence of numerical methods. The results of implementation are
demonstrated in the form of comparison tables. It is demonstrated that the Romberg method gives a high precision for the price of the good
time performance, and therefore represents a competitive alternative to MATLAB'’s standard functions for numerical integration.
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Motivacia

Hlavnou motivaciou pre rozpracovanie implementacie Rombergovej metdédy v prostredi MATLAB bola
potreba v presnej a rychlej metddy, ktora by nemala nedostatky, typické pre Standardné zabudované funkcie
systému MATLAB (quad a quad§). Je zname, ze tieto funkcie zlyhavaju v pripade, ked’ integrovana funkcia ma
slabu alebo silnu singularitu v okoli jedného z koncov intervalu integrovania. Na druhej strane potreba riesit’
diferencialne rovnice necelociselného radu (Podlubny, 1999) vedie prave k integralom so singularitami. Predkl-
dané vysledky sa pouzivaju pri simulovani dynamickych sutstav necelo¢iselného radu a pri navrhovani regula-
torov necelociselného radu.

Mechanické kvadratiry

Na vypocet urcité¢ho integralu

b
I-= j.f(x)dx 0

funkcie danej funkénymi hodnotami v ekvidiStan¢nych bodoch (uzloch) sa najcastejsie pouzivaju Newtonove-
Cotesove kvadratirne vzorce. Najznamejsimi zastupcami tejto triedy metdd je lichobeznikova metoda a Sim-
psonovo pravidlo.
Na vypocet ur¢itého integralu funkcie f (x) v intervale (a, b> pomocou ekvidistanénych bodov sa polozi:
b—a

h = ; 2)
n

kde n je pocet rovnakych Casti, na ktoré delime interval <a, b> . Takto su ziskané ekvidiStancné body:

Xy =a, x; =Xy +ih (i =12, ...,n—l),x,, =b,
pre ktoré sa pocitaji funkéné hodnoty y;=f(x,), i=1,2, ... ,n.

LichobeZnikova metéda

Lichobeznikova metoda (trapezoidal rule) (3) sa vyznacuje pomalou konvergenciou numerického procesu
pri relativne nizkej presnosti o(h)*

I=1I,+R,,
Iy =h- [%.f(xO)Jr Fl) et £+ £, )} 3)
Z toho vyplyva vel'ka chyba vypoctu

_ (=ap® .\ (b-a) .,
Ry == /") =5 1"E) (4)
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kde Ee(a,b).
Jej dobre znamou geometrickou interpretaciou je sicet obsahov lichobeznikov, ktoré st tvorené uzlovymi

bodmi aich funkénymi hodnotami. Integral sa pocita pomocou po Ciastkach linearnej aproximacie, ktora pri
velkom kroku nezohladiiuje charakter zakrivenia funkcie medzi uzlovymi bodmi.

Simpsonovo pravidlo

Simpsonovo pravidlo (Simpson’s rule) (5) presnejsie aproximuje danu funkciu, pre ktoru sa pocita hodnota
integralu v uzlovych bodoch. Tato metéda sa vyznaluje vy$Sou presnostou o(h)’, chybu vypoétu vyjadruje (6).
Geometrickou interpretaciou je sucet ploch pod parabolami nad trojicami uzlovych bodov so spolocnym
hranicnym bodom pre susediace paraboly. Aproximicia pomocou parabol lepSie zohladiuje spravanie sa
integrovanej funkcie f{x) medzi uzlovymi bodmi.

I=1Ig+Ry,

Ch (Fl)* £l )+ A (FGr )+ S )+ S )+
°3 (+2-(f(x2)+f(x4)+...+f(x,,_2))+ n J’ ®)
Ry :_Mf@)(g):_(b—a)s D). ©

180 180n*

Rovnako, ako pre lichobeznikovi metodu, aj pre Simpsonovo pravidlo plati, ze presnost’ vypoétu zavisi od
velkosti kroku diskretizacie /4. NajpresnejSie su vypocty s velkym poctom uzlovych bodov n+/ na malom
intervale <a, b>.

Pri analytickom rieSeni je mozné chybu vyjadrit’ pomocou prislusnej derivacie funkcie, samozrejme ak je
tato na intervale <a, b> spojita a dostato¢ne hladka. Pri numerickych metédach vsak je vhodnejSie vyjadrit’
chybu pomocou diferencii uzlovych bodov prislusného radu (Pavlus, 1990),

b—a
12

b—a
A%y, Ro=- Ay, 7
¥ Ry =0 X7 (7

Ry
kde A’y oznaduje stredni hodnotu diferencii druhého radu hodnot y.

Richardsonova extrapolacia

Pomocou tohto postupu je mozné pre aproximaciu so znamou zvyskovou chybou rieSenia z dvoch vypocétov
s rtoznym krokom vyjadrit’ rieSenie presnejsie, ako v obidvoch pévodnych vypoétoch. Tento princip vyuziva
metoda opakovaného vypoctu, oznaCovand aj ako Richardsonova extrapolacia (Démidovié, 1963, Ralston,
1978).

Metoda opakovaného vypoctu

Z vlastnosti vysSie popisanych numerickych metdd je znamy rad zvySkovej chyby R= o(h"), kde m > 1.
Velkost’ R sa ur¢i pomocou tzv. metody opakovaného vypoctu,

R=Mn". ®)

Plati vztah (8), kde M sa povazuje za konsStantu, ktora zavisi od danej funkcie f{x), integrovanej na
intervale <a, b>. Zvolia sa dva rozne kroky vypoctu k;, h,, podla (2), kde n; an, (n;>n;) st prislusné pocty
¢iastkovych intervalov.

Zodpovedajuce hodnoty integralov sa oznatia ako 1, a [, .Zo vztahu (8) vyplyva

m m

b-a b-a

Rnl:I—Inl:M R anzl—lnzzM s 9)
n n,

kde R, a R, su prislusné zvySkove chyby. Z toho potom

D), ) L
(b—a)" ny —nl"

ml 1
Inl _Inz :M(b_a)z£n_m_nm
1 2

Zo vzt'ahu (8) po tprave vyplyva

R, =—"" (1, -1,). (10)

ny 1
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Zo vztahov (10), (9) sa ziska presnejSia hodnota integralu

_ ny'
I, =1, +W(In2 -1,). (11

Tento spdsob vyjadrenia sa nazyva Richardsonova extrapolacia. Oznacenim

T o, oo>1
n
sa ziska vztah (12)

1
Inl,nzzln2+B(In2 _Inll B:O(,m—l. (12)

Koeficienty m st urené tabul’kami pre r6zne metody, pre lichobeznikovi metodu je m=2, pre Simpsonovo
pravidlo je m=4. PouZitim vztahu (12) sa ziska z dvoch vypoctov integralu 7, a I, ,s réznym krokom delenia

intervalu integrovania hodnota, ktora ma mensiu chybu, ¢ize je presnejSia. Stuvisiace dokazy a priklady je mozné
najst’ v (Démidovic, 1963 a Ralston, 1978).

Rombergova metéda

Romberg (1955) naértol sposob vypoctu urcitého integralu pomocou aproximacie s vyuzitim lichobezni-
kovej metody. Ukazal, Ze je mozné vyuzit metddy s nizSim rddom presnosti na vyjadrenie presnejSej aproximo-
vanej hodnoty integralu, ak sa vyuzije aproximacia na rovnakom intervale s roznym krokom delenia intervalu.
Kombinaciou vysledkov s nizSou presnostou sa dosiahne vysledok s vys$Sou presnostou.

Postup je nasledujuci. Najprv aproximujeme integral na intervale a < x <b , ktory je rozdeleny na 8N ( N je
lubovolné celé ¢islo, ktoré uréi pocet pocitanych uzlov) Casti, s krokom £ =(b—a)/8N . Potom pomocou
uzlovych bodov fla+kh), kde k = 1, 2 ..,8N-1, sa ziska najhorsia aproximacia pomocou vztahu (13). Dalej sa
vypocitavaji d’alSie aproximacie integralu pomocou vztahov (14), (15), ktoré maji postupne zmensujliicu sa
velkost kroku od 8%, cez 4h az po h pre hodnotu 7.

N-1 N-1
T,=8h) Fy, =(b-a) Y F, (13)
m=0 m=0

N-1 N-1
U, = 8h2F8m+4 = (b - a)~ ZF8m+47
m=0 m=0

N-1
U, :(b_a)'zF8m+2 + Fgpie (14)
m=0
N-1
U, =(b_a)‘zF8m+1 + Fgpis + s + Fypars
m=0

U a T st hrubé aproximacie integralu I s chybou radu 4°. Dalej sa pomocou susediacich deleni hl'ada presnejie
pribliZzenie pomocou vztahov (16), ktoré su ve'mi podobné vzt'ahom (12).

T, -T T,-T T, T,

27 -1 27 -1 27 -1 (16)
U, -U, U, -U,

27 -1 27 -1

S a V su presnejsie aproximacie s chybou o(%?). Tymto spésobom sa pokraduje vo vypoéte pre priblizenia R, W (s
chybou o(4°%)) a O (s chybou o(%%)). Vyslednii aproximovant hodnotu integralu / predstavuje veli¢ina O:
Qd = Rg + W . (17)
Konec¢na hodnota Q je vysledkom prepoctov, ktorych vysledky sa zapiSu do schémy (18). Podl'a povodne;j
prace (Romberg, 1955) sa postupuje od prvého lavého stlpca k prvému pravému (pévodné Rombergové
oznacenie).
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LU,
,,U, $§5.0,
Ty, Uy S45V4 Ry W,
Ty Sy Ry g -
S pouzitim Richardsonovej extrapoldcie je mozné tito metodu Ciastocne doplnit. Ralston (1978) popisal
aproximaciu pomocou schémy (19), ked’ sa vypocet uskutociioval po riadkoch, zhora nadol (20), a nie ako

u (Romberg, 1955) po stipcoch. Rozdiel vsak nie je principialny, je to len iné poradie vo vypoéte zhodnych
vzt'ahov.

(18)

TO,O

TO,I ]11,0

T0,2 T‘l,] T2,0 (19)
TO,m Tl,m—l Tm,O .

T je aproximdcia integrlu /, pri¢om m vyjadruje poet vypoltov srdznym krokom h,=(b-a)/2" " p
vyjadruje pociatoéné delenie intervalu integrovania pre aproximaciu na 2” dielov Vysledni aproximaciu
predstavuje T,

1 m
Tm,k:4m_1(4 el — ,,,lk),k 0,1,..., m=12,.... (20)

KedZe Rombergova metoda je vlastne len numericky prepocet vysledkov aproximacie pre rézny krok
delenia intervalu, je mozné pouzit’ aj ini aproximaciu, ako len lichobeznikovii metddu, napriklad Simpsonovo
pravidlo, atd’.

Rombergova metoda je napriek svojej jednoduchosti vel'mi presna, Co ilustruje aj priklad, ktory je uvedeny
nizsie. Pociato¢né obmedzenia presnosti aproximacie su rovnaké ako pri lichobeznikovej metode, alebo pri
Simpsonovom pravidle, pretoze tieto metédy sa vyuzivaji na prvotné priblizenie, ktoré sa d’alej upresnuje
(zvysuje sa rad presnosti). Rozhodujucimi parametrami pre presnost’ vyslednej aproximacie je krok pociatocne;j
aproximacie (pocet uzlovych bodov) am celkovy pocet opakovani aproximacie. Je zrejmé, ze vysledok je
ovplyvneny aj vlastnostami aproximovanej funkcie, lebo t& mdze byt nevhodna pre vyuzitie spomenutych
metod aproximacie (napr. rychlo oscilujuca), ¢o aj napriek dobrému algoritmu Rombergovej integracie nemusi
priniest’ presny vysledok. V takom pripade vSak zlyhava aj vi¢sina inych metod.

Implementicia v MATLAB-e

Aplikacia MATLAB vyuziva vypocCtové jadro, ktoré matice a vektory (riadkova matica) chape ako
samostatné objekty a obsahuje rychle algoritmy a funkcie pre pracu s nimi. To umoziuje urychlit vypocty
s maticami, v niektorych pripadoch az na zlomok ¢asu potrebného pre klasicky vypocet pomocou cyklov
a indexovanych premennych.

Inym moznym rieSenim pre urychlenie je vyuzitie rekurzie na vhodné vzorce, ktoré sa opakuju vo vypocte,
v tomto pripade ide o rekurzivne vztahy pre vypocet lichobeznikovej metédy (21) (Eberly) a Simpsonovho
pravidla (22)

2m72
2T, =Ty, +hm—1 'Zf(a_*—(j_o‘s)‘hm—l)? (21)
j=l
2" 2!
6-T) =3-Tpy +2-hy me j—-0.5)- Zfa+ 2j-1)h,0)|, (22)

kde m predstavuje poradie aproximacie, 7,, je hodnota prlslusne] aproximacie s krokom #,,=(b-a)/2".

Pomocou tychto rekurzivnych vzt'ahov je mozné sa vyhnut praci s hodnotami, ktoré uz boli spracované
a niekol’kokrat sa opakuju. Taktiez je mozné vyuzit' vektory hodndt funkcii vuzlovych bodoch namiesto
opakovaného vypocitavania funkénych hodnot v tych istych uzlovych bodoch.

Porovnanie rychlosti
Tieto postupy a vysSie spomenutd tedria boli vyuzité pri tvorbe funkcii rombtrap, rombsim, uréenych pre

numericky vypocet urCitych integralov v MATLABe. Tieto funkcie si publikované a spristupnené uzivatel'om
MATLABu (Kacenak, 2000).
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Boli vytvorené dve funkcie pre vypocet integralov s vyuzitim Rombergovej metédy. Prva funkcia —
rombtrap — je zalozena na zékladnej aproxima cii lichobeznikovou metédou. Druha funkcia — rombsim —
pouziva Simpsonovo pravidlo. Tieto dve funkcie si porovnané so Standardnymi metdédami quad, quad$, ktoré su
stcast'ou aplikacie MATLAB. Funkcia quad vyuziva pri vypocte integralu adaptivno—rekurzivne Simpsonovo
pravidlo je povazovana za menej presni metédu (z dvoch). Druha Standardnéd funkcia quad8 poéita integral
pomocou adaptivno—rekurzivneho Newtonovho—Cotesovho pravidla. Obidve metddy uskutociiuji vypocet
s relativnou chybou 707 (o sa viak d4 zmenit pomocou vol'by parametrov volanej funkcie).

Toto nastavenie presnosti bolo pouzité aj v nasledujucom priklade, kde hodnota » v tabulkach predstavuje
nastavenie relativnej chyby na hodnotu /0™ pre funkcie quad a quad8 a pre funkcie rombtrap a rombsim tato
hodnota predstavuje pocet spresiiujucich aproximacii, ¢o zodpoveda presnosti vypoctu s relativnou chybou 10™.
Vysledky vypoctov pomocou funkcii rombtrap, rombsim boli ziskané s prvou aproximaciou s krokom delenia
ir};tervalu na 2% Gasti. Poget uzlovych bodov pre poslednii aproximaciu pre jednotlivé vypodty, vyjadrujeme ako
2",

Tieto $tyri funkcie boli pouzité pre vypocet hodnoty urc¢itého integralu

4
J dxz =2arctg4. (23)
41+ x

Zistoval sa Cas vypoctu, pocet operacii s plavajicou desatinnou ¢iarkou (floating-point operations — flops)
a absolitna chyba vypoétu & V nasledujucich tabulkach je ukazané, ako sa jednotlivé funkcie od seba
kvalitativne liSia pre r6zne hodnoty 7.

Tab.1. Hodnoty casov vypoctu a flops pre dany priklad.
Tab.1. Time of computation and number of flops for the considered example.

¢as vypoctu [s] hodnota "flops"
r quad quad8 |rombtrap | rombsim quad quad8 |[rombtrap | rombsim
2 0.01 0.00 0.02 0.01 393 381 2095 4665
3 0.03 0.01 0.00 0.01 645 803 4173 9821
4 0.03 0.01 0.00 0.01 1275 803 8308 20106
5 0.08 0.01 0.00 0.02 2535 1225 16548 40640
6 0.11 0.02 0.01 0.03 4299 1225 32989 81663
7 0.21 0.02 0.03 0.06 8331 1225 65823 163655
8 0.42 0.03 0.07 0.14 15513 2069 131434 327576
9 0.59 0.03 0.12 0.31 21908 2913 262590 655346
10 0.79 0.05 0.22 0.67 32216 3757 524827 | 1310805
Tab.2. Hodnoty chyb vypoctu ¢ pre dany priklad.
Tab.2. Computational error for the considered example.
chyba vypoctu ¢
r quad quadS8 rom btrap rom bsim
2 +1.23e-004 -7.49e-005 -1.14e-011 +0.00e+000
3 +3.89¢-006 +1.27¢-008 +0.00e+000 +3.11e-015
4 +9.33¢-007 +1.27e¢-008 +3.55e-015 +5.33e¢-015
5 +1.34¢-007 +9.30e-010 +7.11e-015 +4.44¢-016
6 +1.25e-008 +9.30e-010 +4.00e-015 -7.11e-015
7 +1.07¢-009 +9.30e-010 -6.66e-015 -1.51e-014
8 +9.65¢-011 +1.06e-011 -1.55e-014 +9.77¢-015
9 +1.82e¢-011 -2.63e-013 +1.78e-015 +2.66e¢-015
10 +6.17¢-013 +1.20e-014 +7.55¢-015 -4.44e-015

Z tabuliek 1 a 2, v ktorych su uvedené vysledky vypoctov uréitého integralu (23) pomocou $tyroch vyssie
spomenutych funkcii vidiet, Ze Rombergova metdda pre vypocet pribliznej hodnoty uréitého integralu je pri
vel'mi kratkom Case vypoctu zaroven velmi presna. Na zvolenom priklade sa lepSie osvedcila funkcia rombsim,
ktora vyuziva Simpsonovo pravidlo. Aj vo vSeobecnosti je tato funkcia presnejsia ako Standardné funkcie (quad,
quad$) a funkcia rombtrap. Funkciu rombtrap je vhodnejsie pouzit pri rieSeni uloh, ktoré si vyzaduju lichobez-
nikovi metddu alebo nekladt zna¢né poziadavky na presnost’ vypoctu.
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