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Indikatory vo vztahu k regionalnej premennej
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The indicators related to a regionalized variable

In many areas, one has to deal not only with quantitative variables but also very often with categorical variables. Then a common
problem consists of estimating the probability for each category to prevail at any particular location. In the seventies, in order to make
prediction for future selective mining, geostatistics had to deal with the problem of estimating reserves above the cut-off grades. In 1982 at
the 17" APCOM symposium in Colorado, Andre Journel presented the earliest concepts of “Indicator approach to estimation of spatial
distribution”. Using an indicator approach these probabilities can by established. Since then practitioners have used techniques based on
kriging of indicators. The indicators above a threshold define the ore at this cut-off or, in a non-mining context, define the geometric set of
values above the cut-off. In the last decade of the past century the interest in geometric problems has increased, in particular for simulation.
For this reason, the development of techniques for simulating random function Z(x) from indicators I[Z(x)<z] at different thresholds z was
started. The concept of indicator transforms is one of simplest and (possibly) most elegant in modern geostatistics. In many such cases
several thresholds and indicators corresponding to different random sets related to the variable under study. These sets depend on each
other and their mutual arrangement is an important structural characteristic of the variable. The indicator approach is as follows. Select
discriminator cut-off value, which should not be confused with an economic cut-off or some critical level of toxicity. All samples with
measurements above this value are coded as “1”. All samples below selected cut-off value are coded as “0”. This new measurement is the
“indicator” — yes/no, presence/absence, etc. Each pair of samples that goes into the experimental semi-variogram will be {0,0} if both
samples are bellow the cut-off value, giving a difference of zero or {1,1} if both samples are above the cut-off, also giving a difference of zero
or finally {1,0} or {0,1} if one sample is above and the other is below. The calculated graph will be the average of these differences and
represents the predictability of being above or below cut-off. Resulted kriged map of indicator values is interpreted as the probability that
unknown value is above the cut-off value. The paper deals with theory of mathematical background and application of indicator approach to
estimation of probability unknown values above selected cut-off.
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Uvod

V mnohych oblastiach $tudia regionalnych premennych sa je mozné stretntit’ nie len s kvantitativnymi, ale
velmi Casto s kategoridlnymi premennymi (Goovaerts, 1993). V takomto pripade vznika problém odhadu
pravdepodobnosti vyskytu pre kazdu kategériu v ramei premennej v Studovanej oblasti. Pouzitim indikatorového
pristupu, ktory navrhol v roku 1982 Andre Journel, je mozné odhadnut’ takato pravdepodobnost’. Indikatory pre
dant prahovu hodnotu definujii pravdepodobnost’ vyskytu Studovanej premennej nad tuto prahovu hodnotu.
Z dovodu zvySenia zaujmu o takéto geometrické problémy sa zacali vyvijat’ techniky pre odhady alebo simulacie
nahodnej funkcie Z(x) pomocou indikatora I/Z(x)> z]=1- I[Z(x)< z] pre rozne “cut-off** prahové hodnoty z.
Koncept indikatorovych transformacii je jeden z najjednoduchsich a (pravdepodobne) najelegantnej$i v moder-
nej geostatistike. Hlavnou myslienkou tohoto konceptu je urcit’ vyberové “cut-off* kritérium — zvycajne hodnoty
nasho zaujmu. Tato hodnota nemusi byt nevyhnutne ekonomicky cut-off tazobného podniku alebo kriticka
uroven toxicity pri ocelovani parametrov zivotného prostredia, ale napriklad aj hodnota vplyvajiica na loziskovy
mechanizmus §tudovanej premennej (Clark, 2000).

Struktirna analyza

Rozdelenim nahodnej funkcie Z(x) roznymi cut-off kritériami dostdvame nahodné stibory, ktorych pocet je
rovny poctu aplikovanych cut-off indikatorov a ktorych Struktira sa vzt'ahuje k struktire medzi parmi bodov (x,
x+h) ndhodnej funkcie Z(x). Tieto sibory su vzajomne zavislé a ich vzdjomné priestorové rozlozenie je vel'mi
dolezitou Struktirnou charakteristikou Studovanej premennej (Goovaerts, 1993).

Predpokladajme, ze ndhodnéd funkcia Z(x) je stacionarna s dvojrozmernym rozdelenim (Z(x), Z(x+h))
a kovarianciou C(h). Cut-off hodnoty z rozdel'uju priestor do ndhodnych siborov bodov s hodnotami >z, pricom
ocakavand hodnota (matematicka nadej) daného indikatora je:

E{[Z(x)>z]}= P[Z(x) > z]=T(2). (1)

Kovarianciu indikatora pre dané cut-off z potom moézeme zapisat’:
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C.(h) = ConlI[Z(x) >z} I[Z(x + h) > z]} =
=P[Z(x)2 2, Z(x+ h) > z]-T(2)". 0

Z vyjadrenia vyplyva, ze takato pravdepodobnost’ je vypocitana z dvojic bodov (Z(x), Z(x+h)), oddelenych
vektorom A. Prislu§ny variogram pre danu cut-off hodnotu z bude:

7.(h)=05E{[Z(x) > z]-I[Z(x + h) > =]}’
=0,5(P{I[Z(x) 2 z]# I[Z(x + h) > z]}). 3)

Potom O,S(P[Z(x) <z,Z/x+h)> Z]-I— P[Z(x) >z,Z(x+h)< Z]) su funkcie dvojrozmerného roz-
delenia (Z(x), Z(x+h)). Z toho vyplyva, Ze je mozné priamo vypocitat' Struktaru daného indikatora pod hypo-
tézou daného dvojrozmerného rozdelenia (Goovaerts, 1993). Struktara indikatora I/Z(x) >z] sa meni zaroveti so
zmenou hodnoty cut-off z: okrem rozptylu sa meni aj tvar Struktary.

Treba poznamenat’, ze integraciou indikatorovych variogramov pre vSetky nami zvolenymi cut-off z hodndt

dostavame variogram prvého radu ndhodnej funkcie Z(x): I y.(h)dz=0,5 E[Z (x+h)-Z (x)] .

Kazda dvojica vzoriek vstupujicich do vypoétu experimentalneho variogramu bude:
¢ {0,0} ak su obe vzorky mensie ako diskriminacna cut-off hodnota: ich rozdiel je rovny 0,
e {1,1} ak st obe vzorky vicsie ako cut-off hodnota: ich rozdiel je rovny 0,
e {0,1} alebo {1,0} ak je jedna vzorka vicsia a druha mensSia ako dany cut-off: ich rozdiel je rovny 1.
Vypocet experimentalnych bodov variogramu spriemeriiuje tieto rozdiely a umoziuje predpovedat’ vyskyt
hodnoty nad alebo pod danou hodnotou cut-off (Clark, 2000).

Odvodenie systému krigovacich rovnic pre indikatorové odhady

Nech z; ; k=1, ...,K bude stibor K vzajomne oddelitelnych kategorii pozorovanych na $tudovanej oblasti O.
V kazdej priestorovej pozicii vzorky x; méze byt vytvoreny vektor K indikatorovych hodnét i(x; z;) kde:

, 1 ak x gl . @)
i(x,,2,) =
0 ak x,el,,

Algoritmus odhadu za¢ina odhadom kondi¢nych pravdepodobnosti K kategorii v kazdom bode x € O, Cize:
p(x,z,)=Plxez, |(N)}=P{(x,z,)=1|(N)}, (5)
kde oznacenie “N” reprezentuje pocet pouzitych kondi¢nych informacii. Odhadovana podmienena pravdepo-

dobnost” indikatorového krigovania pre dant kategoriu z, je vypocitand ako linedrna kombinacia okolitych
(]

indikatorovych dat i(x; z;) vstupujlcich do vypoctu a ich prislusnych vah 4, :
N
p[K(xankO):zﬁ“kO (xjazko )'l(xiazk0)~ (6)
i=1

Riesenie tohoto systému si vyzaduje K smerovych indikatorovych modelov variogramov y,(h,z, ), kde

“h* je vzdialenost’ medzi znamymi bodmi x; a x;, (x; = x;+h), patriacich do siiboru indikacnych hodnét, t.j. do
stiboru obsahujiiceho kondi¢né informacie spliajuce podmienky kategorie Z, - Vysledny krigovaci systém

bude:
N p— p—
Zﬂ’j(xj’zko)yl(xi_xj’zko)_luk =7/l(‘xi_'x05‘zk0) Vi=L.,N, (7)
=1

N
2 A 0xz,) =1
=
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a prislusny krigovaci rozptyl bude:
, N
Ok = Z;Li(xwzko (X, =X,z )=V (Xo —Xgs 24 )+ 1y ®)
i=l1

kde [; st Langrangové multiplikatory minimalizujuci rozptyl odhadu za podmienky, Ze suma vah musi byt
rovna 1, zavedenim ktorého dostavame N+/ linearnych rovnic nazyvanych krigovaci systém odhadu.

Priklady pouZitia indikatorového pristupu na regionalnej premennej
Predpokladajme datovy stbor so stradnicami odberu vzoriek a spojitou Studovanou premennou. Ked sa

pozrieme na zobrazeny pravdepodobnostny graf (Geostokos Toolkit, 2000) premennej (0br.¢.1a) moézeme z jeho
priebehu predpokladat’ jej lognormalne rozdelenie Studovanej premenne;.
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Obr.1. Pravdepodobnostny graf Studovanej premennej: a) bez nastaveného modelu distribucie, b) s nastavenym modelom distribiicie.
Fig.1. Probability plot of variable under study: a) without a fitted model of the distribution, b) with a fitted model of the distribution.

Po nastaveni logaritmického modelu (obr.1b) sa objavuje viac ako len jedna zlozka rozdelenia premenne;.
Z toho vyplyva, Ze rozdelenie premennej ma aspon dve oddelené distribticie, tvoriace pravdepodobnostny graf,
ktory je rozdeleny priblizne v hodnote 40. Nad touto hodnotou graf znizuje svoj sklon, z ¢oho sa da usudzovat,
ze druha zlozka logaritmického rozdelenia obsahujiica vyssie hodnoty ma niz$iu §tandartnu odchylku ako zlozka
niz§ich hodnét. Po zakodovani hodndt premennej podl'a diskriminacnej hodnoty 40, spriemernenim rozdielov
zakddovanych hodnét podla predoslej tedrie dostivame semivariogram, odrazajuci podiel vyskytu hodnét nad
alebo pod dany cut-off Studovanej populacie.

Na obr. ¢. 2 je vykrigovana mapa Studovanej premennej, zakddovanej podla diskriminac¢nej hodnoty 40.
Kolorované kontiry takejto mapy reprezentuji urcitd odhadovanu pravdepodobnost vyskytu populacie
s hodnotami vyssimi ako dany cut-off. Na zaklade takejto interpretacie je d’alej mozné vyvodit’ zaver, Ze vo
vychodnej Casti Studovanej oblasti v smere sever — juh je vel'ka pravdepodobnost’ vyskytu hodndt premennej nad
40 (populécia nad 40 je v tejto oblasti prevladajuca) a tato ¢ast’ moze byt’ d’alej blizsie Studovana.

Na obr. ¢. 3 st zobrazené experimentalne semivariogramy premennej — mocnosti zily Strieborna v Roznav-
skom rudnom poli pre percentily 10, 50 a 90. Tieto experimentalne semivariogramy zobrazuju Struktiru pravde-
podobnosti vyskytu mocnosti nad 0,4 m (pre percentil 10), nad 1,88 m (pre percentil 50) a nad 4,Im (pre
percentil 90). Je dolezité poznamenat, ze prah indikatorového semivariogramu nie je v skuto¢nosti rozmerom
dosahovat’ indikatorovy semivariogram skonstruovany na hodnote medianu Studovanej premennej, Cize pre
percentil 50 (v tomto pripade pre diskrimina¢na hodnotu 1,88 m), kde sa 50% vzoriek stava “0” (50% populacie
je pod danym cut-off) a 50% “1” (50% populécie je nad danym cut-off), a preto ma maximalny pocet rozdielov.
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Obr.2. Mapa pravdepodobnosti vyskytu hodnot premennej nad 40.
Fig.2. Probability map of the occurrence of variable values above 40.
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Obr.3. Experimentdlne semivariogramy pre percentily 10 (>0,4 m), 50 (>1,88 m) a 90 (>4,1 m) mocnosti zily Striebornd.

Fig.3. Experimental semivariograms for percentiles 10 (>0.4 m), 50 (>1.88 m) and 90 (>4.1m) of the Strieborna vein thickness.
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Na obr. ¢. 4 st vysledné krigované mapy pravdepodobnosti rozlozenia Studovanych percentilov mocnosti
Striebornej zily:

. 90% (>4 1m)

50% - median (>1,8 m)

10% (> 0.4m)

Obr.4. Mapy pravdepodobnosti rozlozenia mocnosti Striebornej zily podla studovanych percentilov.
Fig.4. Probability maps of the thickness distribution of Strieborna vein by the percentiles under study.

Zaver

Z predlozenych prikladov je jednoznaéne zrejmé, ze v praxi sa je mozné stretntt’ nie len s kvantitativnymi
premennymi, ale Casto aj s premennymi, ktoré je mozné zakodovat podla urcitych kritérii do prislusnych
kategoérii. Z toho dovodu sa je mozné stretnut’ s problémami odhadu pravdepodobnosti kazdej kategodrie
prevladajicej na urcitej lokalite. Pouzitim indikatorového pristupu je mozné tieto pravdepodobnosti odhadnut’.
Indikatorové krigovanie sa dnes uz udomacnilo nielen v banskej praxi pre ktora boli tieto postupy vytvorené, ale
aj vinych oblastiach vyskumu ako je ocefiovanie parametrov zivotného prostredia podla réznych kritérii
znecistenia alebo v lesnickom ¢i polnohospodarskom priemysle pre odhad menej produktivnych oblasti,
¢i vykreslenie oblasti najviac infikovanych skodlivou populdciou rastlin. Nepochybne velkej popularite sa
indikatorové krigovanie (¢i skor indikatorovy ko-kriging) tesi v geologickom modelovani vrstiev geologického
prostredia alebo sedimentarnych procesov.
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