Acta Montanistica Slovaca Roc¢nik 10 (2005), ¢islo 2, 161-166

Gravimetricky model kvazigeoidu na uzemi Slovenska

Marcel Mojzes, Juraj Jandk a Juraj Papco'

Gravimetric Model of Quasigeoid in the Area of Slovakia

The gravimetric model of quasigeoid in the area of Slovakia was determined by using the revised and homogenised gravity mapping
data in the scale of 1:25 000 from the area of Slovakia, and by using the mean Bouguer gravity anomalies with the resolution of 5'x7.5"
in the area 44°<p<56° and 12°<)<30° from abroad and by the digital terrain model DMR-2/ERTS89 with the resolution 3“
in the ellipsoidal latitude and 5" in the ellipsoidal longitude from the area of Slovakia and the digital terrain model GTOPO30 with
the resolution of 30 in the ellipsoidal latitude and 30 in the ellipsoidal longitude from abroad. The global part of the height anomaly was
determined from the global geopotential model EGM96. The residual part of the height anomaly was determined by the Stokes integral
formula. For the solution of the Stokes integra,l the Fast Fourier Transformation method in the spherical approximation was used.
The gravimetric quasigeoid was tested by the GPS/levelling method using 46 points distributed on the area of Slovakia. The systematic trend
of differences between height anomalies was rejected by the surface polynomial of second degree with 6 coefficients. The standard deviation
after removing a systematic trend was 0.017 m
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Uvod

Meracia technika GPS ma $irok( $kalu uplatnenia, od monitorovania pohybu zemského povrchu, budovania
trojrozmernych geodetickych referenénych sieti, az po meranie detailu. Zaujima teda vyznamné miesto medzi
geodetickymi meracimi technikami pri zbere idajov. Problémom vSak ostava, ako pretransformovat elipsoidicka
vysku h na nadmorsku vysku H, resp. elipsoidické prevySenie na prevySenie nadmorskych vysok, aby sme
sa dozvedeli ,,kade poteCie voda“. Toto budeme vediet’ riesit’ vtedy, ked’ budeme poznat’ priebeh kvazigeoidu,
tj. vysku kvazigeoidu nad pouzivanym referencnym elipsoidom v oblasti, kde si merania GPS vykonavané.
Mnohé krajiny v Eurdpe riesia uréenie geoidu/kvazigeoidu s takou presnost'ou, aby uspokojili najnaroc¢nejSich
uzivatel'ov z praxe. Z tohto dévodu Katedra geodetickych zakladov Slovenskej technickej univerzity v Bratislave
vytvorila priestor pre Stidium najnovSich metdd a technologickych postupov na urcenie kvazigeoidu
z dostupnych gravimetrickych udajov a digitalnych modelov relié¢fu terénu na tzemi aj mimo tizemia Slovenska.
Predlozeny c¢lanok obsahuje najnovsie vysledky urCenia kvazigeoidu na uzemi Slovenska. PodrobnejsSie
informacie moze zaujemca najst’ v odbornych ¢lankoch (napr. Mojzes a Janak, 1998, Mojzes et al, 2004).

Matematicky model

Detailny kvazigeoid je mozné urcit’ pomocou §tandardne pouzivanej metddy remove-restore. Matematicky
model tejto metddy ma nasledovny tvar

é,GMSQO3C (P) = Crrros(P) + Cos (P) + & i (P). (D

Modelova ¢ast’ bola vypocitana zo vztahu
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kde y,je normélne tiazové zrychlenie v bode P vypocitané z modelu GRS80, 7, je geocentricky

sprievodi¢ bodu P, a je velkd poloos referen¢ného elipsoidu GRS80, C, , st geopotencialne koeficienty modelu
EGM96 do stupiia aradu n=k=360, Y ,(@p,A,) je plosna sférickd funkcia argumentu sférickej Sirky ¢,
a sférickej dizky A, bodu P.
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Reziduélna cast’ ¢

.« (P) bola vypotitana rieSenim Stokesovho integralu vo sférickej aproximacii

R

£, (P)= Wﬂ Ag,. S(y)dS . 3)

Na riesenie Stokesovho integralu bola pouzitd metdda rychlej Fourierovej transformacie (1D FFT).
Do riesenia vstupovali rezidualne anomalie tiaZového zrychlenia vypocitané podla vztahu

Agres(P) :Ag(P)+5gt(P)_AgEGM96(P)J (4)

kde Ag(P)=g(P)—y(Q) je anomalia tiaZového zrychlenia vo vol'nom vzduchu podl'a Molodenského,
0g,(P) je topograficka korekcia tiazového zrychlenia vypocitana z integratnej oblasti 3° a AZ ;1506 (P)

je povrchova anomalia tiazového zrychlenia vypocitana zo vzt'ahu (Pavlis, 1997)

n
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kde bod Q je na teluroide. Korekcia druhého ¢lena Molodenského rozvoja bola vypocitana podl'a vztahu
(Moritz, 1980)

S (P)=7Gpy, Hp, (5)

kde H, je normalna nadmorska vyska bodu P .
Pouzité idaje

Na rieSenie gravimetrického kvazigeoidu boli pouzité diskrétne hodnoty tiaZzového zrychlenia z podrobného
gravimetrického mapovania na tUzemi Slovenska, ktoré bolo realizované od roku 1956 do roku 1992,

s priemernou hustotou 3-6 bodov/km * . Tato mnozina tvorila okolo 200 000 bodov. Z oblasti mimo Gzemia
Slovenska, ohranienej rovnobezkami 44° < @ <56°a poludnikmi 12° < A4 <307, boli pouzité stredné

hodnoty uplnych Bouguerovych anomalii tiazového zrychlenia s pravidelnym krokom 5'x 7.5°(obr. 1).
Na vypocet topografickych korekcii tiazového zrychlenia bol pouzity digitdlny model reliéfu terénu
DMR2/ETRS89 s krokom 3“ v zemepisnej Sirke a 5“ v zemepisnej dizke z oblasti Slovenska a GTOPO30
s krokom 30° v zemepisnej Sirke a 30“ v zemepisnej dizke z oblasti mimo tizemia Slovenska.

Globalne informacie o tiazovom poli boli vypocitané z globalneho geopotencidlneho modelu EGM96
do stupnia a radu 360 (Lemoine et al, 1996).

Praktické rieSenie

Praktické rieSenie bolo vykonané pomocou softvéru F388 (Rizos, 1979), (Pavlis, 1988) a softvéru
SPFOUR-FFT vo sférickej aproximacii Stokesovej funkcie (Tscherning et al., 1992), ktoré boli ziskané
z Medzinarodnych $k6l o urovani geoidu, realizovanych na Technickej univerzite v Milane v roku 1994
a na Technickej univerzite v Tessalonikach v roku 2002.

Vysledny gravimetricky model Slovenského kvazigeoidu oznaceny skratkou GMSQO3C je znazorneny
na obr. 2. Kvazigeoid GMSQO03C mé najmensiu vysku (37 m), ktora sa nachadza na styku pol’skej, ukrajinske;j
a slovenskej hranice a najvac¢siu vysku dosahuje pri Bratislave (44 m).

Testovanie kvazigeoidu metoédou GPS/nivelicie a odhad jeho presnosti

Testovanie presnosti kvazigeoidu je modzné vykonavat pomocou rdznych technologickych postupov,
ktoré sleduju stanoveny ciel’ testovania. Vel'mi Casty postup je porovnanim priebehu kvazigeoidu, ktoré vznikli
rozdielnymi teoretickymi a technologickymi postupmi z tej istej mnoziny vstupnych udajov. V takomto pripade
vysledky testu ukdzu len kvalitu zhody pouzitych technologickych postupov. Najkvalitnejsi test urcenia
kvazigeoidu je pomocou nezavislych metdd, ktoré poukazu na nezhody a deformacie v uréeni kvazigeoidu. Tieto
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56 informacie je mozné pouzit na
d’alSie spresnenie teorii alebo
554 technologickych postupov,
pripadne mézu stimulovat’ uvahy
541 o pouziti novych nestandardnych
53 postupov na urcenie kvazigeoidu.
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12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 Obr. 1. Pouzité gravimetrické uidaje.
Zemepisna dlzka (°) Fig. 1. Gravimetric data used.

Nezavislé testovanie gravimetickych kvazigeoidov sa vykonava najcastejSie pomocou metdody GPS
a nivelacie. Tato metoda vychadza z predpokladu, Ze meranie GPS dava moznost’ ur¢it’ vel'mi presné pravouhlé
priestorové suradnice X, Y, Z l'ubovolného bodu na zemskom povrchu, ktoré mdzeme pretransformovat’

na elipsoidické @, A,h a elipsoidickti vy$ku / pouZit ako parameter na testovanie kvézigeoidu. Ak v tomto
bode uréime nadmorskd (normalnu) vysku H metodou vel'mi presnej nivelacie pripojenim na Statnu referenénu
nivela¢nu siet, potom z rozdielu elipsoidickej a nadmorskej vysky mozeme uréit vysku kvazigeoidu & wiv s L

$.=h—-H ) (©)
Neistota v urceni vysky kvazigeoidu bude obsahovat’ predovSetkym neistoty v ur€eni elipsoidickej a nadmorskej
vysky. Chyba spdosobena stotoznenim dlzky normadly s dlzkou skutocnej tiaznice je pre okrajovi podmienku
na izemi Slovenskej republiky ( H = 2 km, & =1") zanedbatelna (0,17 mm) (Albertella, Sans6, 1997).
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0br. 2. Gravimetricky model Slovenského kvizigeoidu GMSQ03C.
Fig. 2. Gravimetric model of the Slovak quasigeoid GMSQO03C.
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Obr. 3. RozlozZenie bodov GPS/nivelacia pouzitych na testovanie.
Fig. 3. Position of GPS/leveling points used for the testing.

Ak tuto vySku kvazigeoidu vypocitani podla vzt'ahu (6) porovname s vyskou kvazigeoidu uréenou podla
vzt'ahu (1) dostaneme rozdiel, ktory obsahuje v sebe kvalitu urcenia elipsoidickej vysky urcenej meranim GPS,
kvalitu uréenia nadmorskej (normalnej vysky) a kvalitu uréenia vysky kvazigeoidu podla vztahu (1).

Je zrejmé, ze rozdiely vo vyskach kvazigeoidu uréené na viacerych bodoch poskytuju obsiahle informacie,
predovsetkym o systematickom a ndhodnom trende. Na odstranenie systematického trendu bol pouzity plosny
polynom v tvare

q

P 0
Aé/(P):é/niv(P)_é/GMsgosc(P):ZZQM ((/7_(/70)((2_10)COS(P) 5 (7

p=0g=0

kde @, A su elipsoidické stiradnice testovaného bodu,
@y, A, su elipsoidické stradnice taziska testovanej oblasti,

Qp , Sunezname koeficienty, uren¢ metodou najmensich Stvorcov.

Volba poctu koeficientov zavisi od poctu testovanych bodov. Pocet neznamych koeficientov by nemal
prekrocit’ polovicu poctu testovanych bodov.

Praktické testovanie kvazigeoidu bolo vykonané na mnozine pozostdvajucej zo 46 GPS bodov
znazornenych na obr. 3, ktoré boli merané v GPS kampaniach CS-NULRAD91, SLOVREGENET93,
SLOVGERENET95 a niektoré body z SKTRS kampani (Hefty, 1999). Presnost’ uréenia elipsoidickej vysky sa
pohybuje okolo 2 cm. Vsetky body GPS boli pripojené na Stitnu nivelaénii siet’ Slovenskej republiky 1957
metodou vel'mi presnej nivelacie a vypocitané rozdiely podl'a vzt'ahu (6) maju nasledovné Statistické informacie

Priemer(Z(Ag)/n) 0.706 m
Standardné odchylka (o AC) 0.076 m
Rozptyl rezidui (v, ) 0.363 m

Priemernd odchylka 0.706 m vySok gravimetrického kvazigeoidu od vySok GPS/nivelacie je predovsetkym
sposobend neuvazenim rezidualnych anomalii tiazového zrychlenia v integracnej oblasti od 3° do 180°.
Systematicky trend bol vSak odstraneny pomocou plosného polynému druhého stupna s deviatimi koeficientmi.
Hodnoty koeficientov boli odhadnuté metdodou najmensich §tvorcov a st zostavené spolu so strednymi chybami
v tab. 1. Jednotkova stredna chyba fitovaného kvazigeoidu dosiahla hodnotu 0,017 m.
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Tab. 1. Hodnoty koeficientov plosného fitovacieho polyndmu urcéené MNS a ich stredné chyby
Tab. 1. Values of coefficients of surface fitting polynomial determined by the LSM and their RMS.

Koeficient Rozmer Hodnota Stredna chyba
Qoo [m] -0,751 0,006
O [m/°] -0,037 0,011
O, [m/°] -0,043 0,003
0, me 2 ] 0,026 0,013
Oho (me 2 ] -0,020 0,025
O (e ] 0,036 0,004
0, [ ] 0,082 0,025
0, me> ] - 0,066 0,010
0n, [me* ] -0,064 0,025
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Obr. 4. Rozlozenie reziduii na testovanych bodoch.
Fig. 4. Distribution of the residuals on the tested points.
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Testovanie kvazigeoidu pomocou astronomickych merani v oblasti Vysokych Tatier

NajkomplikovanejSia oblast’ ur¢eného kvazigeoidu je v oblasti Vysokych Tatier, a to z dovodu riedkych
gravimetrickych merani lokalizovanych prevazne v tidoliach, ktoré boli pouzité na urCenie gravimetrického
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Rezidud na fitovanych bodoch sa pohybuju v intervale
od -0.030 m po 0.039 m. Rozlozenie rezidui na obr.4
voblasti bodov KRHO, KVET, ROHA poukazuje
na pritomnost’ systematickych chyb, ktoré mézu pochadzat
predovsetkym z nehomogénnej mnoziny merania GPS, alebo
z vertikdlneho pohybu bodov nivelacnej siete. Histogram
rezidui znazorneny na obr. 5. vSak na tato skutocnost
nepoukazuje. VySetrenie pritomnosti systematickych chyb
vyzaduje detailny vyskum priebehu kvazigeoidu v danych

oblastiach.

Obr. 5. Histogram rezidui.
Fig. 5. Histogram of residuals.
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kvézigeoidu. Tato skutocnost’ dala podnet na testovanie urcené¢ho kvazigeoidu v oblasti Vysokych Tatier
pomocou astronomickych merani. Astronomické meranie bolo vykonané Cirkumzenitalom 50/500 vyrobenym
vo Vyskumnom ustave geodézie, topografie a kartografie Praha. Pomocou tohto pristroja boli v roku 2003
odmerané astronomické stradnice na 11 bodoch a vypocitané astronomické zvislicové odchylky. Na tych istych
bodoch boli uréené gravimetrické zvislicové odchylky pomocou Vening-Meineszovych integraénych vzt'ahov.
Porovnanie zvislicovych odchyliek ukazalo, Ze zhoda je v oblasti presnosti astronomickych merani, okrem
oblasti Lomnického $titu a Skalnatého Plesa, kde rozdiel dosiahol 1,5¢ a1,4“ (Mojze$ et al, 2004).
Je to pravdepodobne spdsobené komplikovanym reli¢fom terénu a malou hustotou gravimetrickych bodov.
Na odstranenie rozporu bude potrebné zhustit’ astronomické a gravimetrické meranie v tejto oblasti.

Zaver

Gravimetricky kvazigeoid GMSQO03C ma vysoku vnutornt presnost’, jednotkova strednd chyba dosiahla
hodnotu 0,017 m. Mdze sa pouzivat’ pre praktické Gcely pri ur¢ovani nadmorskych vySok pomocou technologie
GPS v celej oblasti Slovenska. Meranie GPS sa viak musi pripajat’ na body Statnej terestrickej referenénej siete,
ktora je urCend v systéme ETRS89 alebo na permanentné stanice GPS, ktoré budu mat’ spolahlivo uréené ro¢né
rychlosti pohybov. Cas pripajacieho simultanneho merania GPS bude zavisiet' od vzdialenosti meranej lokality
od permanentnych stanic. Vzhl'adom na zavaznost' problematiky je potrebné vypracovat’ technologicky postup
pripajania GPS merania do Stitnej terestrickej referenénej siete alebo do siete permanentnych stanic GPS, ktora
sa postupne buduje a zahust'uje. Nezavislé testovanie kvazigeoidu v horskych oblastiach Slovenska je efektivne
vykonat’ pomocou astronomickych merani, ktoré si v sucasnosti znacne automatizované a v kombinacii s GPS
meranim umoznuju urcit’ vel'mi rychle zvislicovli odchylku.
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